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Dificultades del aprendizaje del calculo a nivel
universitario y su relacién con ingenieria

José Angel Garcia Retana 1

El aprendizaje y la ensefianza de las matematicas en general, y el calculo en par-
ticular, presentan una de las mayores dificultades para los estudiantes de nivel univer-
sitario, incluidos los estudiantes de las carreras de Ingenieria. El abordaje de este
problema dista mucho aun de encontrar soluciones precisas y efectivas. La tendencia
a centrar el aprendizaje del calculo en el algebra, la cual a su vez tiende a manejarse
desde una perspectiva aritmética, ha complicado mas el panorama al dejar de lado la
esencia misma del calculo, y resolver problemas que surgen en el contexto en que se
desarrolla el educando. El contexto histérico en los ultimos 60 afios evidencia la falta
de una visibn homogénea y clara con respecto al aprendizaje y la ensefianza del calcu-
lo; se perfila en la primera década del siglo XX1 una posible salida a través de la "educa-
cibn matematica" como disciplina del conocimiento, independiente de las matematicas
y la pedagogia.

Matematicas - Calculo - Ingenieria

The learning and teaching of mathematics in general and calculus in particular are
extremely difficult for university-level students, including for the students of engineering
careers. The approach to this problem is still far from precise and effective solutions.
The tendency to focus attention on algebra for calculus learning, which in turn tends to
be handled from an arithmetic perspective, has complicated matters even more because
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this method leaves out the very essence of calculus, and does not solve the problems
arising from the context in which the students develop. The historical context of the
last 60 years demonstrates the lack of a consistent and clear point of view about
calculus learning and teaching. In the first decade of the 21st century a possible way
out through "mathematics education" as a discipline of knowledge independent of
mathematics and pedagogy is being considered.

Mathematics - Calculus - Engineering

Introduccion

Investigaciones realizadas desde
hace muchos afios revelan que la ense-
fianza y el aprendizaje de las matema-
ticas constituyen uno de los problemas
mas significativos dentro de cualquier
modelo educativo. El nivel de promocién
y el de repeticion en los cursos de ma-
tematicas son solo dos indicadores mas
de esta problematica, cuya dimension
humana se encuentra ligada a la frus-
tracion tanto de los educandos como de
los educadores. De ahi la importancia
de ser analizados.

En el marco de la sociedad del cono-
cimiento, no se discute sobre la impor-
tancia y pertinencia del aprendizaje de
las matematicas, pero es evidente que
no se tiene claro cémo se da este. Se
asume que el aprendizaje de las mate-
maticas contribuye a que el individuo
desarrolle todos sus recursos cognitivos;
sin embargo, consideraciones e investi-
gaciones como las de Artigue (2000),
Salinas y Alanis (2009) y Camarena
(2009) dejan profundas dudas de que
esto se esté logrando.

Frecuentemente se asocia a las ma-
tematicas con el "razonamiento correcto”

definido por la logica aristotélica, y se
dejan de lado los aspectos motivacionales
y subjetivos del educando, lo que ha po-
sibilitado que la disciplina se ensefie de
manera masiva, descontextualizada y
algoritmizada. Es decir, se ha convertido
al aprendizaje de las matematicas en un
proceso ligado a una serie de reglas y
algoritmos basados en axiomas, postu-
lados y teoremas que al ser aplicados co-
rrectamente se convierten en un fin en si
mismo, lejos de la realidad cotidiana; en
algunos casos, se llega a un nivel que roza
con la aritmética, donde lo Unico que se
vuelve importante es que el educando
sea capaz de dar con la respuesta co-
rrecta en determinadas pruebas, o a los
ejercicios presentes en algun texto, me-
diante en muchas ocasiones, el apoyo de
calculadoras (Garcia, 2009), de manera
tal que el aprendizaje de las matemati-
cas resulta ser irrelevante en tanto no es
significativo.

En el caso del céalculo para carreras
universitarias, y particularmente las li-
gadas a la ingenieria, su aprendizaje se
da en un marco contradictorio, pues se
aduce que constituye la base del desa-
rrollo profesional de los educandos al
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constituir un valioso recurso para en-
frentar y resolver problemas; sin embar-
go, su ensefianza se ha basado en la
aplicacion de las reglas del algebra, lo
que ha generado un alto nivel de
descontextualizacion. De este modo,
deja de ser un recurso para los efectos
indicados. Ademéas, muchos cursos de
calculo se desarrollan de manera des-
articulada con los restantes cursos de
las carreras universitarias (Camarena,
2010), y obligan al educando a realizar
la titdnica labor de intentar integrar los
saberes aprendidos como un todo, cosa
que evidentemente no es facil de lograr.

Frente a lo anterior se ha plantea-
do la alternativa de un aprendizaje y en-
seflanza del calculo que propone reto-
mar el origen histérico de la disciplina
de manera tal que la misma contribuya
a resolver problemas ligados a la natu-
raleza y el aprovechamiento 6ptimo de
sus recursos. Sin embargo, la compleji-
dad de esta propuesta radica en la re-
conceptualizacion de la disciplina y en
la preparacion de los docentes que la
impartan, de manera tal que sean ca-
paces de insertar los conocimientos del
célculo en el contexto cotidiano del edu-
cando o mejor aun, partir de problemas
del contexto para aplicar los conocimien-
tos propios de la disciplina en la solu-
cion de problemas reales y concretos
(Zuiiga, 2007) frente a la economia de
recursos que implica la existencia de
cursos genéricos, masificados, descon-
textualizados y basados en el segui-
miento de "textos clasicos".

En lo complejo de este escenario,
debe destacarse el papel que juega el
docente, el cual resulta vital porque, de-
pendiendo de la percepcién de su pro-
pio trabajo, puede inducir al educando a
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ver en las matemaéticas un recurso teori-
co que se reduce a la algoritmizacion, que
vale por si mismo o un instrumento para
resolver problemas.

Dificultades del aprendizaje de la
matematica en el nivel universita-
rio (calculo)

En la actual sociedad del conoci-
miento, se considera a las matemati-
cas como una de las disciplinas mas im-
portantes al posibilitar el desarrollo por
parte de los educandos de sus capaci-
dades de exploracion, justificacion, re-
presentacién, discusion, descripcion,
investigacion y prediccion (ldris, 2009);
aspectos que contribuyen de manera
significativa a la generacién de compe-
tencias. Esto es posible si considera-
mos que a través de las matematicas
el sujeto cognoscente puede organizar
y estructurar la informacién que perci-
be o recibe en una situacién cotidiana
o creada intelectualmente, con el fin de
identificar los aspectos mas relevantes,
descubrir regularidades, relaciones y
estructuras que le permitan hacer con-
jeturas e inferencias a partir de propo-
siciones elementales, asi como gene-
ralizar resultados a partir de determi-
nados comportamientos constantes y/
o lograr demostraciones (Guevara,
1991).

Si esta percepcion de lo que son las
matematicas se pierde, es posible que
se genere un desconocimiento de qué
es hacer matematica y por qué y para
qué se deben abordar determinados
contenidos en particular y no otros; lo
que lleva a muchos estudiantes a no
tener claro por qué estudiar matemati-
cas, aspecto que demerita la motivacion
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hacia esta ciencia (Camarena, 2010),
situacion que segun algunos especia-
listas podria deberse al hecho de que,
generalmente, las matematicas estudia-
das dentro de nuestro sistema educati-
vo estan desvinculadas de la vida coti-
diana (Cantoral, 2002).

Las mateméticas se relacionan ade-
mas con el desarrollo tecnolégico, en
su calidad de ser uno de los pilares de
la sociedad del conocimiento, por lo que
el aprendizaje y ensefianza de las mis-
mas se ha constituido en un asunto del
gran interés e importancia, particular-
mente en la educacién superior de ma-
nera general, pero particularmente en
el campo de la ingenieria. En este sen-
tido, desde hace mucho tiempo, las ma-
tematicas se han asumido como un
"lenguaje universal”, y particularmen-
te se resalta este papel al considerar-
las como un elemento basico y funda-
mental para la alfabetizacién digital, de
ahi la necesidad del dominio y aplica-
cion de una matemética minima esen-
cial por parte de todos los ciudadanos
(Orozco, 2008).

Estas visiones de las matematicas
como potenciadoras de competencias
por un lado, y como un lenguaje por
otro, son particularmente importantes
a nivel universitario y, de manera muy
especifica, en las carreras relacionadas
con las ingenierias, carreras en las cua-
les su aprendizaje se vuelve vital
(Cantoral, 2002). Sin embargo, a pesar
de estas consideraciones, debemos re-
conocer que el aprendizaje de las ma-
teméaticas se ha constituido en uno de
los problemas mas significativos en to-
dos los niveles de los sistemas educati-
vos, incluido el superior.

La representacion de los conceptos
matematicos y su dificultad de ser
aprendidos

Segun Tall (1990), pareciera eviden-
te que el aprendizaje de las matemati-
cas deberia basarse en una construc-
cion donde las ideas simples anteceden
a las mas complejas, donde es impor-
tante lograr articular la capacidad
representacional de los conceptos tan-
to de manera interna como externa. Las
representaciones externas: "“compren-
den los sistemas simbdlicos convencio-
nales de las matemaéticas tales como la
numeraciéon en base diez, notacién for-
mal algebraica, la recta numérica real,
la representacién en coordenadas
cartesianas" (Godino, 2009, p. 19), por
lo que muchos de estos sistemas son
fundamentalmente notacionales y for-
males, y se destacan por el manejo de
expresiones algebraicas. El otro siste-
ma de representacion es el visual o gra-
fico, basado en sistemas cartesianos,
polares, etc. Por otra parte, se conside-
ran representaciones internas a "los
constructos de simbolizacién personal
de los estudiantes, las asignaciones de
significado a las notaciones matemati-
cas" (Godino, 2009, p. 20).

La interaccion entre estos dos tipos
de representaciones es fundamental
para el aprendizaje y la ensefianza de
las mateméaticas. Debido a su caréacter
abstracto, las representaciones internas
constituyen una inferencia de las exter-
nas como resultado de analogias, iméa-
genes y metaforas, por lo que se pue-
de considerar que "un concepto mate-
matico se ha aprendido y se puede apli-
car en la medida en que se han desa-
rrollado una variedad de representacio-
nes internas apropiadas, junto con las
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relaciones funcionales entre ellas"
(Godino, 2009, p. 21).

Asi las cosas, el aprendizaje del co-
nocimiento matematico depende de la
capacidad de "representacion" que lo-
gre o pueda desarrollar el individuo,
donde un concepto, en términos gene-
rales, puede ser representado de dos
maneras: visual o semiética, lo que im-
plica una extraordinaria complejidad
cognitiva donde el proceso de pensa-
miento matematico demanda muchas
veces poder transformar la informacion
de una a otra forma de esas dos posi-
bles representaciones.

Duval (2006, citado por D'Amore,
2011) indica que tales transformaciones
usualmente no se toman en cuenta de
manera explicita al ensefiar matemati-
cas, y que la complejidad cognitiva que
podemos encontrar, de manera subya-
cente en el pensamiento matematico,
radica en el hecho de que estas dos for-
mas de representacion son muy diferen-
tes, e implican manejos distintos, por lo
que la ensefianza de las matematicas
podria estarse dando, en muchos casos,
con desconocimiento por parte de los
docentes sobre lo que se debe enten-
der por hacer matematicas, al descono-
cer de manera clara y distinta como se
opera cognitivamente con ella.

Particularmente en el caso de la re-
presentacion semiodtica, la cual es clave
en algebra, se presenta generalmente
desde un enfoque transmisivo (Martinez,
2008), donde el discurso se constituye
en uno de los principales recursos para
su aprendizaje, lo que hace que las ma-
tematicas se puedan percibir como un
lenguaje, con la complejidad de que los
signos matematicos no representan los
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objetos matematicos y el contexto en
que se usan determina qué cosas son.

Lo anterior puede arrastrar al edu-
cador en matematicas a un circulo vicio-
so (Duval, 1993 citado por D'Amore,
2011), en el cual el aprendizaje de los
objetos matematicos deberia ser con-
ceptual por la naturaleza de tales obje-
tos; esto es posible solo si se hace a
través del propio lenguaje matematico
que permite el manejo conceptual de
tales objetos, es decir, solo se puede
aprender a manipular los objetos ma-
tematicos si se cuenta con el lenguaje
matematico, pero para contar con el len-
guaje matematico se requiere poder ma-
nipular los objetos matematicos, lo que
lleva a Duval a preguntar: ";Cémo su-
jetos en fase de aprendizaje no podrian
confundir los objetos matematicos con
sus representaciones semidticas si ellos
no pueden mas que tener relacién solo
con dichas representaciones?" (Duval
1993, citada por D'Amore, 2011).

A modo de ejemplos, un simbolo
aparentemente tan simple como "0",
resulta entonces "extrafo" ya que pue-
de significar entre otras cosas la ausen-
cia de, o grandes cantidades de (si se
agrega a la derecha de cualquier otro
numero), de la misma manera, el signo
"-" puede implicar una resta, un nime-
ro negativo, una direcciébn opuesta, un
acercamiento por la izquierda, entre
otros. Resulta entonces que el aprendi-
zaje de las matematicas implica un pa-
raddjico uso de simbolos y términos en
el lenguaje matematico, sin que estos
tengan referentes fisicos, por lo que su
manejo es totalmente conceptual.

Sin embargo, se supone que tales
simbolos deben ser capaces de mode-
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lar la realidad, a pesar de ser represen-
taciones en muchos casos polisémicas,
por lo que pueden ser sustituidos por
otros segln sea el contexto matemati-
co al que se refieran, aspectos que pue-
den llevar al aprendiz a una gran confu-
sién. Lo anterior implica que el caracter
semiodtico de las matematicas no signifi-
ca precision y exactitud, porque en mu-
chos casos no existen referentes en el
lenguaje del educando, lo que deman-
da del aprendiz el desarrollo de la ca-
pacidad de determinar cuando se habla
de una cosa y cuando de otra.

Lo anterior puede llevar a serios
problemas de comunicacion entre los
docentes y los discentes, ya que los
"lenguajes" que utilizan unos y otros no
necesariamente son los mismos, de
manera que mientras el docente po-
dria estar utilizando un lenguaje téc-
nico, los educandos podrian interpre-
tarlo coloquialmente o viceversa, lo
cual dificulta y en ocasiones imposibili-
ta una sola interpretacién (Garcia
Retana, 2012; Tall, 1990).

(El algebra como centro del queha-
cer matematico?

Artigue (2000) indica haber obteni-
do evidencias de que los estudiantes pre-
sentan serias dificultades para el desa-
rrollo de conceptos matematicos cuando
estos van mas alla de los aspectos pura-
mente algebraicos. Pero el problema no
se queda ahi, y el que el calculo se re-
duzca al algebra puede ser considerado
como el mal menor, ya que su aprendiza-
je debe enfrentar el problema que, como
lo indica Miller (2007), se profundiza cuan-
do los conocimientos previos y niveles de
manejo del algebra, por parte de muchos

estudiantes, presentan serios proble-
mas, aspectos que se ha manifestado a
través del uso de la calculadora como un
recurso para obtener calificaciones que
promueven a los estudiantes desde los
niveles inferiores a los superiores en la
educacion media (Garcia, 2009), lo que
implica que, en muchos casos, ni siquiera
se puede esperar un manejo instrumen-
tal y algoritmico del algebra.

Es decir, en la medida que el apren-
dizaje del calculo ha tendido a verse
como una extension del algebra, tanto
por estudiantes como docentes, obvian-
do que estos dos campos de las mate-
maticas poseen sus propias reglas y ca-
racteristicas y que no necesariamente lo
que es verdad en uno lo es en el otro,
se estaria potenciando un aprendizaje
sin comprension caracterizado por ser
débil, pasajero y hasta contradictorio.

Considerar al algebra como el cen-
tro de las matematicas esta ligado a los
ultimos cincuenta afios de historia en la
ensefanza de la disciplina, la cual se ha
desarrollado en un escenario singular y
contradictorio, marcado por reformas y
contrarreformas. Basta recordar que a
finales de los afios 50 se gest6 en Eu-
ropa una reforma que abogaba por unas
matematicas desde un punto de vista
totalmente deductivo (dejando de lado
el caracter intuitivo y su capacidad para
resolver problemas), por ende abstrac-
to, de manera que la ensefianza de la
disciplina se basaba en una: "introduc-
cibn de la teoria de conjuntos,
simbolismo moderno, erradicacion de la
geometria euclidiana, introducciéon de
las estructuras algebraicas y de siste-
mas axiomatizados, algebrizacién de la
trigonometria, etc., etc." (Ruiz, 1995, p.
152-153).
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Esta reforma se concentr6 maés en
el manejo de definiciones, teoremas,
lemas, postulados y su fundamentaciéon
légica que en la resoluciéon de proble-
mas, como reflejo de un alto nivel de
formalizacion y axiomatizacion. Ello fa-
vorecié un trato homogenizado de los
educandos con respecto a los conteni-
dos curriculares, independiente del ni-
vel escolar y, en el caso universitario,
de las carreras profesionales; posibilitd
un manejo masificado de estudiantes.
Incluso, en muchas ocasiones, genero6
(y posibilita aan hoy en dia) encontrar
docentes que no tienen claridad del
papel que juegan las matematicas en
el quehacer humano y especialmente en
las carreras de ingenieria, y como esto
afecta tanto al proceso de aprendizaje
como de ensefanza.

La reforma indicada llevé a la hu-
manidad a una especie de callejon sin
salida que fue considerado por Morris
Kleine a mediados de los afios 70 en
su famoso libro El fracaso de las Mate-
maticas Modernas. ¢(Por qué Juanito no
puede sumar?, donde cuestiond la
significatividad del aprendizaje de las
matemaéticas merced a dicha reforma in-
ternacional, y posteriormente, y en con-
traposicion a la misma, la ensefianza
de las matematicas pas6é a un proceso
de algebrizacién y aritmetizacion
(Artigue, 1995).

cEnsefanza-aprendizaje o aprendi-
zaje-ensefianza de las matemaéaticas?

Considerando las dificultados
cognitivas que conlleva el aprendizaje
de las matematicas, es conveniente es-
tablecer la diferencia que existe entre
ensefianza-aprendizaje y aprendizaje-
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ensefianza. Esta relacion de términos
no debe ser considerada de manera in-
distinta, sino que, de una u otra mane-
ra, reflejan implicitos conceptuales de
primer orden, puesto que si basados en
la logica aristotélica, la primera palabra
corresponde a un antecedente, la se-
gunda se referirA a su consecuente.

De esta manera, plantear ensefian-
za-aprendizaje implicara que el modelo
educativo se centra en la ensefianza o
enfoque transmisivo (Martinez, 2008),
por lo que se debe basar en una buena
planificacién y una excelente didactica.
Por ende, el acto pedagdgico parte del
quehacer del docente donde la labor de
los educandos se caracterizara por una
respuesta a este quehacer, aspecto que
puede caer facilmente en una educacion
de tipo bancaria tal y como lo plantea
Freire (2006). En tanto, cuando se plan-
tea el proceso desde la perspectiva del
aprendizaje-ensefianza, el aprendizaje
marca el derrotero del acto pedagdgico
y por tanto el proceso de ensefanza
queda subordinado a este (enfoque
constructivista), lo que implica que el
docente, previo a su desempefio como
ensefiante, debe procurar conocer cémo
aprenden sus estudiantes, donde cono-
cer el estilo de aprendizaje de los estu-
diantes se convierte en una necesidad
vital (Nevot, 2001).

Solo conociendo cémo aprenden los
estudiantes es que el esfuerzo de la
enseflanza podria tener algun efecto
positivo, ya que el docente es mas que
un mero transmisor de informacién. Su
papel fundamental es el de crear espa-
cios y gestionar las condiciones que po-
sibiliten organizar las situaciones de
aprendizaje (Therer, 1998).
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De ahi la necesidad e importancia
de que el docente adquiera consciencia
de que no existe un estilo de aprendi-
zaje o de ensefianza que sea mejor que
otro, ya que el acto educativo esta liga-
do a cuatro factores fundamentales: a)
la motivacion de ambos, b) las capaci-
dades cognitivas de los educandos, c)
los estilos de aprendizaje de los
educandos y su relacidon con el estilo de
ensefianza del profesor, y d) los objeti-
vos curriculares a desarrollar.

Lo anterior lleva a considerar que el
aprendizaje depende de la influencia del
profesor, del dominio en su disciplina, del
ambito de sus competencias, del mode-
lo didactico que implemente; pero, parti-
cularmente, de su estilo de ensefianza
(Amado, Brito & Pérez, 2007), el cual se
manifiesta en la interaccién que mantie-
ne con los educandos. De esta manera,
es posible que una de las causas mas
significativas que dificultan el aprendizaje
de las matematicas por parte de los es-
tudiantes se encuentre en la forma como
se ha dado la ensefianza de la discipli-
na, particularmente si se ha hecho des-
de una perspectiva "axiomatizada",
algoritmica y rutinaria (Cordero, 2005;
Moreno, 2005), llevando al educando a
considerar a las mateméaticas como un
conjunto de reglas, algoritmos y férmu-
las que existen y valen por si mismas,
incluso ajenas a la cotidianeidad y al
entorno de los sujetos.

En este marco, es posible que los
bajisimos niveles de promocion en ma-
tematicas en todos los estratos del sis-
tema escolar, incluido el universitario,
independientemente de las carreras
universitarias, estén asociados al pro-
blema de desconocimiento del qué y
para qué hacer matematicas y su rela-

ciéon con el entorno, centrar la misma
desde una perspectiva semidtica ligada
al algebra, reduciéndose o imposibilitan-
dose las capacidades de traslacion de
la representacion de los conceptos, lo
que provoca confusién, choques
cognitivos constantes sin solucion y
desmotivacion, y generandose un circulo
vicioso que incrementa las dificultades
del aprendizaje de dicha disciplina.

Patricia Camarena (2009) incluso
afirma que en el caso de las ingenie-
rias, el alto indice de reprobacidon en los
cursos universitarios viene a ser una
muestra del poco interés que muchos
estudiantes manifiestan por las mate-
maticas, debido a su "desconexion" y
descontextualizacién con su realidad y
su entorno, asi como la desarticulaciéon
que existe con los otros cursos de las
carreras que cursan, aspectos que lle-
van a un conflicto permanente. Indu-
dablemente, estos aspectos contribu-
yen de manera sensible a propiciar la
sensacion de que el aprendizaje de las
matemaéticas es un fin en si mismo. Ello
contradice el planteamiento de verlas
como un lenguaje dentro de la socie-
dad del conocimiento, y como base para
el desarrollo de competencias, ligadas
a muchas areas cientificas y profesio-
nales.

Debe considerarse entonces que el
fracaso, por parte de muchos estudian-
tes, en los cursos de calculo, y princi-
palmente en los cursos introductorios,
como lo apuntan Artigue (2000), Miller
(2007) y Tall (1992), podria estar rela-
cionado con el abordaje que los docen-
tes han hecho al respecto y particular-
mente en los tépicos de algebra, ya que
los estudiantes que ingresan a las uni-
versidades han pasado previamente por
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niveles educativos que han incidido en
su forma de ver, aproximarse y trabajar
en matematicas.

La conflictiva relacion entre el calcu-
loy el algebra a nivel universitario

Las investigaciones realizadas con
respecto al aprendizaje del calculo por
Artigue (1995, citado por Salinas &
Alanis, 2009) dejaron clara evidencia de
que para finales del siglo XX las mate-
maticas en general, y el calculo en par-
ticular, se habian ensefiado desde una
perspectiva mecanicista, reduciendo su
aprendizaje a practicas algoritmicas y
algebraicas intimamente ligadas a la
aritmética, favorecidas por el uso de cal-
culadoras cientificas. De manera tal que
los estudiantes tienden a privilegiar la
obtencion de una respuesta -ojala la
correcta-, por encima del proceso que
lleva a la misma (Garcia, 2009; Idris,
2009), lo que caracteriza al aprendiza-
je sin comprension.

Que el calculo se reduzca al alge-
bra, tal y como le revela Artigue (1995),
se agrava por los escasos conocimien-
tos previos y bajos niveles de manejo
de férmulas y algoritmos por parte de
muchos estudiantes, lo que implica que,
en muchos casos, ni siquiera se puede
esperar un manejo instrumental de esta
area de las matematicas (Miller, 2007).

Es decir, en la medida que el apren-
dizaje del calculo ha tendido a verse
como una extension del algebra, tanto
por estudiantes como por muchos do-
centes, obviando que el célculo como
parte del andlisis y el algebra constitu-
yen dos campos de las matematicas que
poseen sus propias reglas y caracteris-
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ticas y que no necesariamente lo que
es verdad en uno lo es en el otro, se
habria estado potenciando un aprendi-
zaje sin comprension, débil, pasajero y
hasta contradictorio.

Asumir al céalculo como una extension
del algebra, evidentemente va en con-
tra de la naturaleza histérica de su sur-
gimiento, el cual ha mostrado estar liga-
do a la resoluciéon empirica de problemas
concretos y especificos, donde antes de
crearse la estructura deductiva, se tra-
bajaba con conceptos, temas y aplica-
ciones de manera intuitiva, con argumen-
tos fisicos, dibujos y generalizaciones
(Gonzalez & Waldegg, 1995). Es decir, la
historia de la humanidad muestra que la
formalizacién y abstraccion han apareci-
do siempre después de la creacién y la
experimentacién, aspectos que justifica-
ron la contrarreforma de finales de los
afios 90 del siglo pasado, encabezada
por Artigue (1995) y secundada, entre
otros, en la primera década del siglo XXI
por Zufiga (2007) y Camarena (2010).

Lo anterior sugiere que para fina-
les del siglo XX, el aprendizaje y ense-
fianza del calculo se movia entre dos
grandes propuestas epistemoldgicas:
un manejo formal que incluyé concep-
tos, un analisis riguroso ligado a defini-
ciones y teoremas y su demostracion; y
un aprendizaje algebrizado, ligado a las
reglas de derivacion e integracién para
la solucion de ejercicios desde un texto
(Tall, 1992).

La insuficiencia de estas dos visio-
nes del quehacer del célculo fue deto-
nante para la conformacion de una ter-
cera via, que, dejando de lado las pro-
puestas anteriores, ha planteado la im-
portancia y necesidad de centrar el pro-
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ceso de aprendizaje-ensefianza en un
modelo que parta de la reflexion de la
realidad y se vuelque sobre la misma en
procura de encontrar en las matemati-
cas un conjunto de instrumentos inte-
lectuales y cognitivos capaces de posibi-
litar la busqueda de soluciones a muchos
de los problemas que la humanidad en-
frenta con respecto a la explotacién y
utilizacién de los recursos naturales. Esta
tercera alternativa en la ensefanza de
las matematicas y particularmente del
calculo recupera las ideas de Gonzalez y
Waldegg (1995) y se perfila con gran cla-
ridad a partir de los aportes de, entre
otros, Zufiga (2007) y Camarena (2010).

La razon de esto esta en que las
matematicas, y particularmente el calcu-
lo, en tanto construccibn humana, han
sido creadas para resolver problemas en
términos de la relacion hombre-naturale-
za, en su vida cotidiana, por lo que su
origen no esta en la deduccion légica o
en la abstraccion. En el caso particular del
calculo, destaca que el mismo es una de
las herramientas matematicas mas pode-
rosas y Utiles para tales efectos, cuyos
origenes se remontan a Arquimedes (S.
111 a.C.) y sus esfuerzos por lograr el cal-
culo de areas y volumenes, pero no fue
sino hasta casi dos mil afios después, en
el siglo XVII gracias a aportes de Descar-
tes y Fermat, que esta area fue retomada
con el fin de poder resolver muchos pro-
blemas que intrigaban a los matematicos,
como el calculo de rectas tangentes a una
curva, el célculo de volimenes, determi-
nar la existencia de maximos y minimos
asi como centros de gravedad, etc. Des-
tacan, entre otros, Newton y Leibniz,
quienes reclamaron la paternidad del cal-
culo, aunque cada uno llegé al mismo por
caminos y razones distintas, y fueron

otros quienes con el paso del tiempo se
encargaron de su formalizacién, como
Euler, Gauss, Cauchy, Riemann, etc.

Los esfuerzos por reorientar el
aprendizaje del calculo constituyen uno
de los elementos claves de la educacion
matematica, en calidad de via alternati-
va a la reforma de los afios 60 del siglo
XX y como respuesta al aprendizaje sin
comprension propiciado por la algebri-
zacion y aritmetizacion del calculo que
ha promovido un aprendizaje basado
en la memoria y la algoritmia (Cantoral,
2002; Idris 2009). A través de la educa-
cibn matematica se procura que el edu-
cando pase de coOmo responder correc-
tamente en los exdmenes, a aprender
el trasfondo y manejo de los conteni-
dos (Tall, 2002) que permitan la promo-
cion y desarrollo de competencias, tal y
como han sido propuestas desde el In-
forme Delors (Delors, 1997).

La necesidad de un nuevo enfoque
en el aprendizaje de las matemati-
cas y particularmente del calculo

Abundantes estudios realizados en
muchos paises indican que los proble-
mas con el aprendizaje de las matema-
ticas no son de orden local o regional
sino de orden mundial (Artigue, 2000;
Camarena, 2009; Tall, 1992). Tales pro-
blemas han sido estudiados tanto cuan-
titativa como cualitativamente de mane-
ra muy detallada en las ultimas déca-
das, pero es evidentemente que aun se
esta lejos de poder resolverlos.

Nadie discute la importancia del
aprendizaje de las matematicas, ya que
se asume su utilidad y necesidad de ma-
nera clara y distinta, ubicandose a la mis-
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ma en una posicion privilegiada frente a
otras disciplinas del conocimiento huma-
no. Pero aun asi, es usual que mucha
gente se pregunte qué aspectos de las
matematicas son los que deben ser
aprendidos por todos los miembros de la
sociedad, particularmente por los estu-
diantes universitarios y especificamente
aquellos que estudian carreras ligadas a
la ingenieria (Camarena, 2010).

Tales preguntas generalmente se
centran en los contenidos definidos en
los curriculos escolares del sistema edu-
cativo (Pulido, De la Torre, Luque y Pa-
lomo, 2009), que no necesariamente se
corresponden con la esencia de lo que
es hacer matemaéticas o con las necesi-
dades del quehacer de la ingenieria,
aspectos que son mucho mas comple-
jos y que involucran variables como la
motivaciéon, la afectividad, la imagina-
cion, la comunicacién, los aspectos
linglisticos y la capacidad de represen-
tacion (Cantoral, 2002).

Este aspecto fue planteado desde
mediados de las década de los 90 por
Artigue (1995), quien indicé que la pro-
bleméatica del aprendizaje de las mate-
maticas es particularmente observable
en el aprendizaje de cursos introducto-
rios de calculo, en los cuales priva una
evaluacion que demanda del educando
la repeticion de un esquema de pensa-
miento, que se manifiesta a través de
ejercicios similares o iguales a los utili-
zados en clase (Moreno, 2005), y con-
lleva, entre otros aspectos, a una pér-
dida de la imaginacién, incapacidad de
traslacion de lo semantico a lo grafico y
viceversa e incapacidad para relacionar
los conceptos con el entorno y la
cotidianeidad (Tall, 2002).
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A partir de esta situaciéon, surge la
propuesta de la educacion matematica
como un area del conocimiento que va
mas alld de una fusidon entre las mate-
maticas y la pedagogia, lo que ha per-
mitido el desarrollado de amplias y di-
versas investigaciones en la ultima dé-
cada para abordar los problemas que
la misma plantea, con la expectativa de
poder enfrentar los problemas del
aprendizaje de las matematicas, to-
mando en cuenta que el mismo esta
afectado por mudltiples variables, tanto
de orden psicoldégico (se incluyen as-
pectos cognitivos y emocionales, entre
otros), epistemoldgico (se debate so-
bre lo que es hacer matematica),
curricular (que es lo qué se debe apren-
der y cuando), asi como didactico (c6émo
se deben ensefiar y para qué) (Corde-
ro, 2005).

Debe considerarse, entonces, que el
aprendizaje-ensefianza de las matemaéa-
ticas y particularmente del célculo se pue-
de ubicar desde tres grandes enfoques
didacticos. En primer lugar, un manejo
abstracto, tedrico, propio de las mate-
maticas puras, heredero de la reforma
de los afios 60 del siglo pasado, donde
lo importante es el formalismo propio del
pensamiento l6gico-aristotélico, por
ende descontextualizado y ajeno a la
realidad cotidiana, y que conlleva a la su-
presidon de la individualidad, encierra al
educando en un formalismo incapaz de
contribuir con el desarrollo de sus com-
petencias y actia como una camisa de
fuerza que inhibe o dificulta el desarrollo
de su imaginaciéon y creatividad, y choca
con su cotidianeidad.

En segundo lugar, un manejo me-
canico caracterizado por el uso (y abu-
so) de férmulas y reglas sin compren-
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sion por parte del educando (que po-
dria incluir, incluso, a mas de un docen-
te), sin contexto; de manera tal que la
disciplina se algrebriza y el algebra se
aritmetiza, y se cae en el absurdo de
considerar que lo importante en su pro-
ceso de aprendizaje se pueda reducir a
obtener la respuesta correcta a cuales-
quiera de los ejercicios que se encuen-
tran en los textos. Sin embargo, este
modelo de trabajo se puede desarro-
llar con poblaciones muy grandes y ge-
néricas, asi como con grupos cargados
de estudiantes, se aduce que se logra
asi una cultura matematica minima y
necesaria dentro de la sociedad del co-
nocimiento.

quisicion de ideas y conceptos mas sig-
nificativos y profundos (Moreno, 2005).
Ello permitiria superar la reduccion del
calculo a una serie de reglas, o méto-
dos mecéanicos que predisponen el fun-
cionamiento cognitivo de los estudian-
tes, afectan su motivaciéon e interés e
interfirieren en su formaciéon profesional
y en el futuro desempefio laboral
(Zahniga, 2007).

De lo anterior, cualesquiera de los
tres enfoques didacticos planteados para
el aprendizaje-ensefianza del calculo
esta ligado a la forma como el docente
aprecia y desarrollas su labor, por ello
es posible que el aprendizaje del calculo
esté afectado por la manera como el

Y un tercer enfoque, producto dedocente lo aborda (Moreno, 2005); quien

la contrarreforma de finales del siglo XX
y principios del XXI, caracterizada por
procurar devolverle al calculo su razén
de ser y existir: ser un instrumento
para resolver problemas que parten o
surgen del entorno, tal y como lo pro-
ponen Zufiga (2007) y Camarena
(2010), particularmente en la propues-
ta de matematicas en el contexto de
las ciencias.

En el marco de la contrarreforma de
la ensefianza de las matematicas, en el
caso del calculo y particularmente en el
calculo para ingenieria, se ha ido gra-
dualmente incorporando el uso de re-
cursos tecnolégicos (Mack, 1992, citado
por Moreno, 2005), asi como apelar a
una introduccibn mas intuitiva a partir
de la resolucion de problemas concre-
tos (Zufiga, 2007), con el objetivo de
integrar y coordinar los enfoques numé-
rico, algebraico y grafico simultaneamen-
te, y lograr dejar de lado el formalismo
y el rigor propio de una educacién ma-
tematica abstracta, en procura de la ad-

puede estar lejos de lograr que los es-
tudiantes alcancen la comprensién de los
conceptos y métodos de pensamiento
que demanda esta parte de las mate-
maticas. Al respecto, Bayazit (2010) in-
dica que hay suficientes evidencias de
que las préacticas de la ensefianza estan
determinadas por el enfoque que sigue
el docente con respecto a como percibe,
manipula y transmite los conceptos ma-
tematicos, lo que lleva a que los apren-
dizajes de las matematicas por parte de
los estudiantes difieran en términos cua-
litativos de un docente a otro.

No es entonces una tarea facil jus-
tificar la presencia y didactica de deter-
minados contenidos matemaéaticos en los
cursos de servicio, particularmente en
las areas de ingenieria (Espinoza, 2008),
de manera tal que es posible poner en
duda si el saber matematico que se pre-
tende que los estudiantes aprendan y
aprehendan en sus carreras universita-
rias es realmente valido, significativo e
importante.
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Camarena (2009) analiza la proble-
matica del aprendizaje de las matema-
ticas desde otro angulo que debe ser
tomado en cuenta, al plantear que lo
mas extraordinario de la ensefianza de
las matematicas, y que se presenta en
los cursos de calculo para ingenieria,
esta en que los objetivos de los planes
de estudio de los cursos universitarios
son generalmente elementos aislados,
desvinculados unos de los otros, pero
que en su conjunto "pretenden"” que los
estudiantes lleguen a ser capaces de
modelar eventos de su futura actividad
profesional, lo que estaria implicando el
que los educandos desarrollen la com-
petencia de transferir el conocimiento
matematico que se ha aprendido, se-
parado de todo contexto real, hacia su
practica cotidiana. Esta expectativa for-
ma parte del curriculo oculto de la en-
sefianza de las matemaéticas y es evi-
dente que no se esta logrando.

Calculo e ingenieria

Dado que en las carreras de Inge-
nieria las matematicas se proponen y
asumen como uno de los elementos fun-
damentales para su desarrollo y se par-
te de la idea de que las mismas consti-
tuyen la base sobre la cual se edifica la
disciplina, es importante tener una idea
mas clara de lo que se debe o puede
asumir como ingenieria. Al respecto, la
Ingenieria, independiente de su area de
especialidad, es planteada por la Socie-
dad Colombiana de Facultades de Inge-
nieria (ACOFIl) como

la profesiéon en la que los conoci-
mientos de matemaéticas y ciencias
naturales, obtenidos a través del
estudio, la experimentacién y la
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practica, se aplican con juicio, para
desarrollar diversas formas de uti-
lizar, de una manera econdmica, las
fuerzas y materiales de la natura-
leza en beneficio de la humanidad.
(Melo, 2003, p. 54)

Lo anterior implica que la ingenieria
se desarrolla en funcién de mejorar las
condiciones de la vida humana por me-
dio del uso deliberado de las leyes de
la naturaleza para poder explotar sus
recursos de forma optima, por lo que su
interés esta mas en lograr aplicaciones
practicas, es decir, en resolver proble-
mas (Chatterjee, 2005); para lograrlo
se hace uso de las matematicas, parti-
cularmente del calculo.

De esta manera, es facil compren-
der por qué Camarena (2009) plantea
que en el aprendizaje y ensefianza del
calculo para ingenieria intervienen mu-
chos factores, dentro de los que desta-
can los referidos a las ciencias bésicas,
las cuales constituyen la base para las
carreras de dicha disciplina; y detalla
que en este sentido el aprendizaje del
calculo se han manifestado como el ele-
mento mas critico, al tiempo que advierte
que esto lleva a una situacién de debili-
dad en la formaciéon de los futuros inge-
nieros, debido a que un aprendizaje de
las matematicas en general, y del cal-
culo en particular, de manera indebida
o incorrecta, puede dificultar el desarrollo
profesional del futuro ingeniero.

Si se consideran detenidamente los
planteamientos dados tanto por ACOFI
como por Charttejee sobre qué se debe
conceptualizar como ingenieria, y se li-
gan a la consideracion planteada por
Guevara (1991) con respecto a qué se
puede entender por hacer matematicas,
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es posible apreciar el porqué las mate-
maticas se constituyen en la base del
aprendizaje de la ingenieria, particular-
mente por la demanda que hace al edu-
cando de relacionar el ingenio (es decir
lo pragmatico) con la abstracciéon y el
andlisis, elementos basicos para el des-
empefo de su futuro como ingeniero.

Es claro también que el aprendiza-
je de la ingenieria, como disciplina del
conocimiento, demanda del educando el
desarrollo de una gran capacidad re-
flexiva respecto a los problemas que le
presenta el entorno, donde el calculo
debe constituirse en un instrumento
para la busqueda de soluciones o res-
puestas a los mismos; por lo que, su
aprendizaje y su ensefianza no deben
ser tomados a la ligera, ya que es posi-
ble, incluso, que los estudiantes cuen-
ten con los conocimientos béasicos o fun-
damentales en areas como: propieda-
des de los numeros, ecuaciones,
inecuaciones, geometria, e incluso fun-
ciones; y aun asi fracasar al estudiar
calculo (Vrancken, Gregorini, Engler,
Muller & Hecklein, 2006), por cuanto, la
educacion recibida, previo a llegar a la
universidad, basada en el algebra y la
aritmética, apoyada mas en algoritmos
que en conceptos, los obliga en muchos
casos a tener que reaprender por si
mismos, aspecto que es sumamente di-
ficil de lograr, particularmente cuando se
ha tenido éxito en el manejo instrumen-
tal de las mateméticas en los cursos
previos a los de calculo.

Por lo anterior, no se debe, de ma-
nera simple, acusar exclusivamente a
los estudiantes como los Unicos o prin-
cipales responsables de las deficiencias
de su aprendizaje, o no contar con los
conocimientos previos necesarios, ser

incapaces de comprender el manejo de
los conceptos en calculo, no poseer las
capacidades para articular los conoci-
mientos previos con los conceptos "nue-
vos", no poder visualizar como los con-
ceptos del calculo se ligan con el entor-
no, ya que ellos son el producto de un
proceso que algebrizé el calculo y
aritmetizé el algebra, donde por
transitividad el célculo ha terminado
siendo una extension de la aritmética
(Chatterjee, 2005).

Se posibilita asi considerar que te-
mas de calculo desarrollados por espe-
cialistas en matematicas, pero con es-
casa o nula formacion en ingenieria, po-
drian tener un impacto diferente a si los
mismos son desarrollados por especia-
listas en matematicas que si tengan una
formacion en ingenieria, o al menos lo-
gren interpretar este campo del conoci-
miento humano, de manera tal que sean
capaces de apreciar a las matematicas
como un instrumento que contribuye a
resolver problemas planteados en dicho
campo.

El ensefar célculo desconociendo
su papel en la ingenieria, puede conlle-
var el riesgo de descontextualizar la
razén de ser de su ensefianza, en tan-
to, ensefiar calculo teniendo una idea
de lo que se espera del futuro ingenie-
ro podria abrir espacios a un aprendi-
zaje significativo y vinculado con la rea-
lidad, en el marco de la propuesta de
Patricia Camarena (2010) sobre la cons-
truccion de una ingenieria matematica,
que enfilaria el aprendizaje y, conse-
cuentemente la ensefanza, de las ma-
tematicas desde una perspectiva espe-
cifica propia de la ingenieria, aportan-
dole los instrumentos intelectuales y
cognitivos necesarios, que contribuyan
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a que esta disciplina cumpla de la mejor
manera posible con las funciones que
le han sido asignadas como area espe-
cializada del conocimiento humano.

Algunas conclusiones

Es posible considerar que tanto el
aprendizaje como la ensefianza de las
matematicas, particularmente a nivel
universitario, se desenvuelven en dis-
tintos planos que se contraponen e in-
cluso se contradicen, ya que, mientras
uno plantea un mundo ideal que incor-
pora la formacién integral del educan-
do, promoviendo formalmente la gene-
racion de competencia y el uso de las
matematicas como un lenguaje en cali-
dad de eje transversal para otras cien-
cias en la sociedad del conocimiento, el
otro plantea un aprendizaje tedrico,
axiomatico, descontextualizado y sin
significatividad para el educando

En este marco contradictorio, el
aprendizaje y ensefianza del calculo
para estudiantes de ingenieria se en-
frenta al hecho de que el mismo es vis-
to muchas veces como una extension
del algebra (area de la matematicas que
ya de por si presenta serios problemas
para su aprendizaje), y peor aun, que
esta a su vez es considerada como una
extension de la aritmética, la cual se liga
a un uso indiscriminado de las calcula-
doras, de manera tal que el calculo pue-
de terminar siendo visto como el resul-
tado de una correcta manipulacién de
este recurso técnico.

Esta situacion implica procesos de
descontextualizacién que chocan
frontalmente con lo que debe asumirse
que es la ingenieria y el quehacer de
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las matematicas, con respecto a esta
disciplina, lo cual lleva a la frustracion e
incluso a la desercion de muchos estu-
diantes de sus estudios superiores li-
gados a esta area profesional.

Se puede afirmar entonces que el
problema del aprendizaje del calculo
para ingenieria esta ligado con la ense-
flanza del mismo (ldris, 2009), la cual
deviene en reflejo de como el docente
percibe a la disciplina y su relacion con
la ingenieria, de manera tal que podria
estar propugnando por un aprendizaje
mecanico y memoristico en contraposi-
cibn a uno que privilegia el proceso, el
contexto y la comprension, por encima
de la obtencion de una respuesta final
y correcta, presentandose de manera
coherente y clara, sin aspirar a ser ple-
namente comprendida en todo su sig-
nificado por parte de los estudiantes de
manera automatica (Tall, 1992).

Percibir el calculo como una parte
del algebra, y a esta como una exten-
sion de la aritmética, contribuye a que
se pierda de vista el origen del calculo y
su papel en la ingenieria. Es necesario
retomar dentro del aprendizaje del cal-
culo la representacion visual de los con-
ceptos y ligar esto a la representacion
semantica de los mismos, como un todo
por el impacto e importancia que esto
tiene en el quehacer de los ingenieros
para la formulacién de posibles explica-
ciones o manejos de los fenédmenos que
enfrentan para el ejercicio profesional.

En una sociedad que tiende a la
digitalizacion y caracterizada por el cre-
cimiento exponencial de la informacion
gracias a las tecnologias de la informa-
cion y la comunicacién, percibir el proce-
so de aprendizaje y enseflanza del cal-
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culo desde la perspectiva algebrizada,
reducida a la aritmética de las calcula-
doras, descontextualizada, formalizada
por la abstracciéon debe cambiar, por lo
que se hace necesaria su revalorizacion
sobre el qué hacer y como hacer que
esta disciplina pueda ser aprendida para
constituirse en el instrumento para el
cual la humanidad lo cre6: un mecanis-
mo para resolver problemas del entor-
no mediante la reflexion sobre la mis-
ma, con el fin de poder optimizar los re-

cursos, cada vez mas escasos, con gque
se cuenta, pero esto solo sera posible
cuando en la formulacion curricular de
los cursos de matematicas para inge-
nieria, las necesidades de esta discipli-
na prevalezcan sobre los criterios de los
matematicos.
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