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Resumen

El conocimiento estd mediado por herramientas materiales o simbdlicas. El
aprendizaje requiere de representaciones que constituyen herramientas mediadoras
para la comprension. La enseflanza puede ayudar a crear conexiones con los
conocimientos previos a través de la visualizacion y de la contextualizacion,
mediante ejemplos de la vida real, de modo de suscitar una respuesta emocional por
parte del alumno. En este trabajo se describe una experiencia didactica destinada a
facilitar la interconversion entre los registros analitico y grafico para el estudio de un
tema de algebra y geometria analitica. MARCO TEORICO. Las representaciones
mentales del sujeto que aprende constituyen la base del conocimiento matematico.
Un objeto matematico es un emergente de un sistema de practicas a partir de la
utilizacion de diferentes registros semiéticos y la realizacion de transformaciones y
conversiones entre ellos, que no son espontaneas sino que deben ensefarse.
METODOLOGIA. Se selecciona el tema diagonalizacion de formas cuadréaticas,
desarrollado desde el algebra y la geometria analitica y se utilizan diversos recursos
digitales interactivos que posibilitan la visualizacion simultanea en diversos registros.
RESULTADOS. Los objetos digitales brindan una perspectiva dinamica de las
transformaciones y de la correlacion con la variacion de parametros contenidos en
las ecuaciones. Las representaciones efectuadas por computadora, en especial
mediante objetos y/o softwares interactivos resultan particularmente adecuadas para
el proceso de interconversion de registros. El movimiento y la posibilidad de explorar

las representaciones desde diferentes perspectivas facilitan la comprension y la



percepcion de las relaciones entre objetos matematicos. El material preparado se

inserta en un blog a disposicion de los alumnos.

1. Introduccién

Se presenta un conjunto de recursos didacticos que tiene por objeto facilitar la
visualizacion del proceso de rototraslacion de cénicas en el marco de la asignatura
“Algebra y Geometria Analitica” de carreras de ingenieria. Se trata de tres objetos
digitales construidos sobre una plataforma de geometria dinamica de libre
disponibilidad en Internet.

El trabajo intenta fomentar una integracion de las herramientas tecnolégicas que
resultan familiares para los alumnos a los contenidos la asignatura de modo no
ocasional, sino planificado a lo largo del curso. La construccion de estos objetos
digitales, también llamados applets o microaplicaciones es posible gracias a las
tecnologias de la informacién y comunicacién ' . La incorporacién de estas
herramientas a los procesos educativos permite una personalizacion de los procesos
de aprendizaje, ofreciendo a los alumnos la oportunidad de aprehender los
conceptos con mayor participacién y menos control e intervencion del docente. Esta
orientacion, ademas, debiera ser especialmente intensa en los primeros afios de
estudio de las carreras, donde tiene lugar la adquisicion de los conocimientos
basicos (Tedesco, 2009, pags. 50-55, 77).

La disponibilidad de objetos digitales de aprendizaje, “herramientas interactivas en
red que permiten el aprendizaje de conceptos especificos para ampliar, potenciar y
guiar los procesos cognitivos de los aprendices” (Kay & Knaack, 2009, pag. 6), ha
crecido velozmente desde principios de la década de 1990 (Walsh, 2006, pag.
13ss.), particularmente aquellos que se refieren a algin tema de la matematica, y
gue por ello también se los denomina mathlets. Sus principales caracteristicas son la
flexibilidad y elevado grado de interactividad (Silva, 2005, pag. 19), al producir
respuestas inmediatas ante las acciones ejercidas sobre el objeto por parte de los
usuarios (Engelbrecht & Harding, 2005b, pag. 254; Engelbrecht & Harding, 2005a,
pags. 243-244; Allen, 2003, pags. 270-274). Estas herramientas brindan asimismo la
posibilidad de comprobar inmediatamente conjeturas formuladas en el curso de la

resoluciéon de un problema.



La interactividad de los objetos digitales es consistente con los modos de aprender
de la asi llamada generacion digital, que combina, modifica, produce y comparte
contenidos mediante la interaccién, utilizando diferentes dispositivos (Silva, 2005,
pag. 14). Asi, los integrantes de esta generacion estan “llegando a convertirse en
autores, al desarrollar las multiples aplicaciones que ofrece el software libre o social,
weblogs, podcastings, wikis...” (Pozo & Monereo, 2009, pag. 15).

Ahora bien, la creacion de estos recursos demanda un buen nimero y diversidad de
habilidades al profesor; Moreau (2002, pags. 2-5) detalla algunas de ellas: (a)
concebir contenidos aptos para ser presentados mediante una computadora; (b)
prever escenarios anticipando las reacciones del auditorio al cual estan destinados;
(c) comunicacion no presencial; (d) disefio de la presentacion; (e) programacion
elemental; (f) desarrollo de las aplicaciones; (g) administracion de los recursos; (h)
gestibn de equipos de trabajo multidisciplinarios. Aun cuando ciertos docentes
puedan reunir muchas de estas habilidades, un curso de una asignatura no es tarea
de una sola persona, sino que se necesita un equipo completo. Sin embargo, para
cursos introductorios de célculo y algebra y geometria analitica, la utilizaciéon de una
plataforma como GeoGebra pone al alcance de todos los docentes la elaboracion de
objetos digitales que cumplan razonablemente con principios de disefio establecidos
por expertos (Butson, 2005; Day & Kalman, 1999; Kalman, 2005; Miller & Upton,
2008; Park y Hopkins 1993, pag. 444-445; Milheim, 1993, pag. 177).

En resumen, la incorporacion de tecnologia para el aprendizaje de la matematica
tiene por objeto crear un entorno significativo para los estudiantes, basado en
procesos matematicos y no en algoritmos. Ejemplos de estos procesos son
exploraciones desde el enfoque numérico y geométrico, formulacién de predicciones
e hipotesis y explicacion, justificaciéon y demostracion de las mismas (Hershkowitz, y
otros, 2002, pag. 658).

2. Referentes tedricos-conceptuales

Este apartado presenta los lineamientos tedricos en que se fundamenta la
construccion de objetos digitales para el aprendizaje del algebra y la geometria
analitica.

La teoria de los registros semioticos



La nocion de representacion esta presente en todo proceso de adquisicion de
conocimientos. Son representaciones las creencias o concepciones y a las cuales se
accede a través de la produccion verbal o escrita del sujeto que aprende. También
se entiende por representacion un conjunto de signos y sus asociaciones realizadas
segun ciertas reglas, que permite la descripcion de un sistema, un proceso o0 un
grupo de fendmenos. Asi, las representaciones semioticas constituyen herramientas
para producir nuevos conocimientos y no soOlo para comunicar representaciones
mentales. La diferencia entre la actividad cognitiva para aprender matematica y la
que se requiere en otras disciplinas reside en las siguientes caracteristicas: (a) el
procesamiento matematico siempre requiere la sustituciéon de una representacion
semidtica por otra; lo mas importante son las transformaciones, no las
representaciones mismas; (b) los objetos matematicos a conceptualizar no existen
como objetos reales (D'Amore, 2001, pag. 6), sino que soOlo son accesibles por
medio de sus representaciones semidticas. Esta caracteristica plantea un conflicto,
ya gue la comprensidn en matematica requiere distinguir entre el objeto y sus
representaciones; mas aun, la habilidad para pasar de una representacion a otra es
lo que marca el progreso en el aprendizaje; (c) la matemética utiliza una variedad de
representaciones semidticas: algunos procesos son mas sencillos en un sistema de
representacion que en otro y muchas veces se requiere el uso de dos registros
simultdneos, como por ejemplo en geometria analitica debe emplearse el registro
algebraico y el grafico para la visualizacion de los objetos (Duval, 2006, pags. 106-
108).

La actividad matematica consiste esencialmente en la transformacion de
representaciones, de las cuales existen dos clases: tratamientos y conversiones. Los
tratamientos son transformaciones dentro del mismo registro; las conversiones son

pasajes de un registro a otro sin cambiar el objeto denotado (tabla 1).

Tabla 1. Ejemplos de transformaciones entre representaciones

Tratamiento
pasaje

4x%* 4+ 0y2 =36 — a la forma canonica

dentro del registro




algebraico

Conversion \

06 | 04 02 o o0z 04 | o6

4x% 4+ 9y% =36 — pasaje al registro gréafico o

Elaboracion propia con GeoGebra

Cuando Duval habla de ‘“registros de representacion semidtica” se refiere a un
sistema de signos que permite cumplir las funciones de comunicacion, tratamiento y
objetivacién. Un sistema semi6tico no es un mero instrumento sino que forma parte
del funcionamiento mismo del pensamiento y del conocimiento (D'Amore, 2001, pag.
6).

Visualizacion

La visualizacion es, segun Presmeg (2006, pag. 206), el proceso de construccion y
transformacién de imagenes y todo tipo de inscripciones (representaciones gréaficas)
de naturaleza espacial que intervienen en actividades matematicas. Una imagen
visual es una construccion mental que representa informacién visual o espacial. Por
su parte, Arcavi (2003) define visualizacion como

la habilidad, el proceso y el producto de la creacion, interpretacion, utilizacién y
reflexion acerca de imagenes, figuras o diagramas, en nuestra mente, en papel o
mediante herramientas tecnoldgicas, con el propdsito de representar y comunicar
informacion, reflexionar y desarrollar ideas y avanzar en la comprension de
conceptos (Arcavi 2003, 216).

Resulta entonces que la visualizacibn es un proceso activo ya que las
representaciones requieren interpretacion por parte del sujeto que las percibe.

Una de las perspectivas tedricas que explica el rol de las representaciones graficas
en el aprendizaje es la hipotesis del argumento visual (Waller, 1981; Larkin & Simon,
1987; Robinson & Kiewra, 1995; Winn, 1991; Tversky, 1995, 2001); esta teoria toma
en cuenta los procesos perceptivos e interpretativos que tienen lugar cuando los
estudiantes extraen significado a partir de representaciones gréficas y afirma que
éstas son mas efectivas que el texto para comunicar informacion porque el

procesamiento de graficos es menos demandante que el de los textos (Vekiri, 2002,



pag. 262). Estos procesos son particularmente importantes en el caso de la
matematica, ya que la comprension de esta disciplina estd estrechamente
relacionada con la habilidad para coordinar el pensamiento visual y el analitico, que
algunos investigadores consideran mutuamente dependientes (Zaskis, Dubinsky, &
Dautermann, 1996, pag. 437).

“Herramientas que permiten mostrar” es la definicion de Litwin (2009,19) para las
tecnologias aplicadas a la ensefianza y explica: “mostrar es para que se vea y
mostrar es para que se entienda”. La visualizacién asistida por computadora permite
a los estudiantes acceder al conocimiento matematico basado en el hacer, tocar,
mover y observar, ya que mostrar figuras no basta para que los estudiantes
construyan imagenes mentales o utilicen diversas representaciones (Dorfler, 1991,
citado por Haciomeroglu (2011, pag. 134)). La interactividad, “cualidad intrinseca de
las tecnologias informaticas, las cuales permiten al usuario operar con recursos de
conexion y de navegacion en un campo de referencias multidireccionales,
permitiendo adentrarse, manipular y modificar” (Silva 2005, 17), es uno de los rasgos
qgue definen a los objetos digitales de aprendizaje. En el aprendizaje asistido por
computadora, es la interactividad la que posibilita la visualizacién interpretativa al
permitir que el estudiante controle y manipule partes de la presentacion, ponga a
prueba hipoétesis y observe las consecuencias de sus acciones (Bennett y Dwyer
1994, 23). A mayor interactividad entre el estudiante y los objetos digitales, mayor es
el nivel de visualizacion interpretativa. Los dispositivos interactivos que posibilitan
que el estudiante asuma un rol activo en el proceso de aprendizaje contribuyen a
mejorar sus habilidades para seleccionar, adquirir, construir e integrar conceptos
(Bennet y Dwyer 1994, 23).

La visualizacion a través de representaciones dinamicas como GeoGebra permite a
los estudiantes experimentar, por ejemplo, qué significa trasladar horizontalmente
una conica moviendo un cursor de izquierda a derecha (la conica se desplaza en la
pantalla en la misma direccidon en que se mueve la mano del sujeto), observar qué
propiedades de la figura resultan invariantes y, de manera simultanea, en qué se
traduce ese movimiento en la expresion algebraica de Ila cobnica
(x —h)?*+2(y —k)* =1  qué elementos varian en ella y cuales se mantienen

constantes (figura 1lay 1b).



Figura la. Elipse (x — 1)* + 2y* = Figura 1b. Elipse (x — 1.8)% + 2y* =

Elaboracion propia con GeoGebra

El cursor puede colocarse también verticalmente, de modo que el sujeto, a través de
un movimiento de abajo hacia arriba en la pantalla, provocara un desplazamiento

vertical en la conica (figura 2a y 2b).

Figura 2a. Elipse (x —0.5)* + 2y* =1 Figura 2b. Elipse (x — 1.8)* + 2y* = 1

sh=0s 4 | 5n-es

Elaboracion propia con GeoGebra

GeoGebra vincula las representaciones gréafica y algebraica y permite que el usuario
gobierne el desplazamiento en ellas mediante un Unico control, el cursor deslizante.
Las representaciones dindmicas y el vinculo entre diferentes representaciones
contribuye a un mejor procesamiento de la informacion y a una mayor comprension
(Karadag & McDougall, 2011, pag. 175).

No obstante, se ha sefalado que algunos de los estudiantes que utilizan
aplicaciones virtuales interactivas desarrollan frecuentemente concepciones
matematicas no esperadas por los profesores ni por los disefiadores (Olive y otros
2010, 154). Asimismo, Mayer y Anderson (1991) y Mayer y Moreno (2002) citados

por Phillips y otros (2010, 78), observan que la visualizacion no genera



autométicamente comprension en los estudiantes y que resulta ineficaz si no va
acompafnada de explicaciones.

Artefactos e instrumentos

Los dispositivos tecnoldgicos presentan dos facetas. Son objetos (artefactos) que
han sido construidos de acuerdo a ciertos principios, con base en un conjunto de
conceptos matematicos y con determinado propdésito, y son también instrumentos,
esto es, artefactos con sus modalidades de uso por parte el estudiante que esta al
frente de la pantalla. Estas modalidades de uso funcionan como organizadores de la
actividad del estudiante. Segun este punto de vista, denominado enfoque
instrumental, un instrumento es una construccion interna que realiza el sujeto a
medida que lo usa segun diversos esquemas de accion. Emergen asi diferentes
instrumentos, aun cuando el artefacto sea el mismo. La coordinacion entre diferentes
modalidades de uso da origen a una relacion entre el usuario y el artefacto en lo que
este enfoque denomina génesis instrumental (Mariotti, 2002, pag. 703).

¢,De qué manera la génesis instrumental contribuye a la construccién de significado?
La computadora se constituye en un mediador semiotico de dos maneras: el
estudiante utiliza el artefacto de acuerdo a ciertas indicaciones para llevar a cabo las
actividades propuestas; en este caso el significado emerge de la participacion del
sujeto en la tarea; el docente, por su parte, utiliza el artefacto de acuerdo con ciertas
pautas relacionadas con un objetivo de ensefianza guiando al alumno en la
construccion de significados matematicamente consistentes. Es decir, que es el
docente quien, a través de estrategias de comunicacién, ayuda al estudiante a
encontrar el significado mateméatico incorporado en el artefacto que podria de otro
modo permanecer inaccesible al usuario (id., pag. 708).

Los medios de visualizacién asistidos por computadora deben reunir ciertas
condiciones: la presentacion debe incluir explicaciones verbales, las
representaciones y animaciones deben guardar cierta fidelidad con los fenémenos
representados y los materiales deben ser apropiados para el nivel de conocimientos
previos y habilidades interpretativas que poseen los alumnos (Park y Hopkins 1993,
pag. 444-445). De acuerdo con Milheim (1993, pag. 177) las animaciones deben ser
sencillas, faciles de entender, focalizarse en objetivos importantes e incluir opciones
para variar la velocidad de presentacidon. Los graficos dindAmicos en los cuales los
estudiantes puedan variar los parametros intervinientes resultan particularmente

adecuados en los casos en que se requiere visualizacion espacial.



Algunos principios de disefio consistentes con este marco conceptual, segun las
recomendaciones del “d’Arbeloff Interactive Mathematics Project” del MIT (Miller &
Upton, 2008) son: (a) presentar un concepto delimitado, minimizando la complejidad
de la herramienta y maximizando la simplicidad de la ilustracion; (b) presentar la
informacion en una variedad de formatos (gréfico, simbdlica, numérica), induciendo
las traducciones entre ellos; (c) incorporar elevado nivel de interactividad,
permitiendo percibir de inmediato los efectos de las acciones (d) dosificar la
informacion en la medida que lo requiera el usuario (e) controlar que el fundamento
matematico subyacente en el mathlet sea riguroso. Estos principios se resumen en
la Tabla 2.

Tabla 2. Principios tedricos de disefio de los applets para algebra y geometria

analitica

Principios tedricos de disefio de applets con GeoGebra

La aplicacion interactiva, el texto introductorio y las tareas
propuestas deben presentarse, en lo posible, en una Unica
pagina. No incluir una excesiva cantidad de actividades ni de
1. Contiguidad | texto estético en cada applet. Los rotulos dinamicos deben
colocarse cerca de los respectivos objetos. Las relaciones de
la informacion textual o numérica con los objetos gréaficos

podrian ser sugeridas por alguna correspondencia de colores.

Los objetos graficos presentes en la pantalla deben ser
. nitidamente diferenciados y rotulados y soOlo debe incluirse
2. Coherencia ) _ y
aquéllos que intervengan en la construccion del concepto. No

deben incluirse elementos decorativos.

Permitir la maxima interactividad en el applet. Como regla
3. Interactividad | general, todo objeto grafico deberia ser movible o cambiar

alguna de sus caracteristicas.

4. La redaccion debe ser sencilla, precisa y dirigida al estudiante.

Personalizacion | Las preguntas deben ser especificas y cada una debe apuntar




a un unico concepto.

. Las modificaciones de los registros desencadenadas por las
.Rigor _ _
. operaciones deben estar sustentadas rigurosamente en la
matematico . _
base matematica del concepto que pretenden ilustrar.

Las actividades con breves consignas que dejen libertad de
. movimientos para ejecutarlas deben comprender los registros
6. Actividades . o _ y
algebraico y gréafico, en forma conjunta y también por

separado.

Elaboracion propia, en base a Hohenwarter & Preiner (2007, pag. 22).

Por ultimo, la inclusion de actividades para hacer con lapiz y papel es fundamental
para que el estudiante pueda aprovechar este recurso, ya que la manipulacion de los
controles del applet no garantiza por si sola la aprehension de los conceptos y que el
usuario llegue a conclusiones correctas. El estudiante no debe perder de vista en
ningln momento que hay una teoria que posibilita la practica que esta
experimentando. En otro trabajo hemos denominado antimathlets a las actividades
incluidas en el objeto digital que so6lo pueden realizarse con lapiz y papel (Martins &
Acero, 2011, pag. 2).

3. Aspectos metodoldgicos

Para la construccién de los applets se selecciona la plataforma de geometria
dinamica GeoGebra. Entre las razones para la eleccién se han tenido en cuenta
criterios formulados por Hershkowitz y otros (2002, pag. 662) tales como su
generalidad (aplicabilidad a diversas areas y disponibilidad), su potencial para
desarrollar procesos de matematizacion (Romberg & Kaput, 1999; Freudenthal,
1968; Gravemeijer y Doorman, 1999; Kwon 2002) por parte de los estudiantes
durante la resoluciébn de problemas y su poder comunicacional (o poder como
mediador semidtico), esto es, la capacidad del software para el lenguaje matematico.
En lo que respecta a su generalidad, GeoGebra permite desarrollar aplicaciones
para el calculo, algebra y geometria. En su capacidad de matematizacién, el
software permite elaborar una formulacion matematica para problemas reales.

Considérese, por ejemplo, la definicion de hipérbola. La figura 3 muestra una



hipérbola construida con GeoGebra a partir de tres puntos A y B, fijos, llamados
focos y un punto C que es posible desplazar sobre la curva. El usuario puede mover

el punto C sobre la curva seleccionandolo con el mouse, comprobando que el valor
absoluto de la diferencia @ = IACI-IBCl permanece constante, en este caso

d =115 (resaltado en el registro algebraico (figura 3).

Figura 3. Hipérbola con focos en los puntos 4 ={—11) y B =1{11]

@ e ., E ﬁ
MW Edfa Vista Osones Memamientas Vertana Awda '

Elaboracion propia con GeoGebra
En el aspecto comunicacional, la curva se construye simplemente seleccionando la

opcion “Hipérbola, dos focos y un punto de la hipérbola”, segun se muestra en la

figura 4.

Figura 4. Detalle del panel de herramientas de GeoGebra

GeoGebra - - - . LE@&

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda
IEBRNC RPN -
& \° -
I %7 a v /';'1/'7 i | LT | (A 2 ) ‘i.'? o =
i| » Vista Algebraica (x] | » vistaG| Hipérbola
= Cdnica \ Dos focos y un punto de |a hipérbola /

Elaboracion propia con GeoGebra

La notacién empleada en los registros grafico y algebraico es la de uso corriente en
textos de la disciplina; un determinado objeto matemético se presentara en el mismo
color en ambos registros; por ejemplo, la ecuacion de la hipérbola aparece en rojo si

se elige este color para esta curva en el registro grafico (figura 3).



Otras ventajas adicionales consisten en que no requiere que el docente tenga
conocimientos técnicos de programacion y ademas un alumno puede manipular la
aplicacion instalandola en su computadora o bien trabajando on line. La aplicacion
se puede descargar libre y gratuitamente (http://www.geogebra.org/), ocupa poco
espacio (97.5 Mb en la version 4.2.51.0) y puede ser libremente reproducida y
utilizada con fines no comerciales?.

Hohenwarter (creador de GeoGebra) y Preiner (2007, pags. 1-29) brindan
detalladas instrucciones’ para la creacién de applets y su insercién en paginas web
dinamicas, como asi también principios de disefio, algunos de los cuales han sido
mencionados en la tabla 2, y diversos ejemplos.

Finalizado el applet es posible alojarlo en una pagina web con la extension .html.
Para ello se selecciona del menu “Archivo” — “Exporta” — “Hoja dinamica como
pagina web (html)”. EI menu desplegable de la figura 5 permite asignar un titulo y
autor e insertar comentarios previos y posteriores a la aplicacién. También es

posible alojarlo en un blog.

Figura 5. Menu para la asignacion de titulo y comentarios en la pagina web con la
aplicacion de GeoGebra

£ Exprorta Hoja Dindics (homl) - - v

- Kn
Sue o 4mbas de GeoGeDesTUBE | Exports como Pgna Web

TRio Formas cusariSieas sumtas 3 restcciones

e previo & ba construcaidn

) Apuca Sudut Cancela

Elaboracion propia con GeoGebra

En la tabla 3 se indica de qué modo y en qué medida uno de los applets disefiados

cumple con los principios enunciados en la tabla 2.

! Disponibles en versi6n interactiva en: http://www.maa.org/joma/Volume7/Hohenwarter2/index.html



http://www.maa.org/joma/Volume7/Hohenwarter2/index.html

Tabla 3. Grilla de verificacién de cumplimiento de los principios de disefio de la tabla
2

Verificacion del cumplimiento de los principios de disefio para el applet
DiagFormasCuad

El applet posibilita graficar conicas con centro, modificar su
género y rotarlas variando los coeficientes de la matriz
El concepto | asociada mediante controles deslizantes.

presentado En el registro algebraico se presentan la matriz asociada, los
valores y vectores propios, el determinante y la traza de la

matriz, las ecuaciones de los ejes rotados.

Para evitar problemas de compatibilidad entre algunos
componentes y de conectividad en otros casos, se inserta en
el blog el archivo .ggb y un archivo de texto por separado. Se
establece una correspondencia de colores entre el grafico de
la conica, los cursores deslizantes que permiten variar los
coeficientes de la matriz asociada a la forma cuadratica y, en
1. Contiguidad _ ) ) ) _
el registro algebraico, la ecuacion de la cénica, la matriz A
asociada a la forma cuadradtica y los valores de los
coeficientes; todos ellos se muestran en color rojo. Los ejes
rotados y sus respectivas ecuaciones se representan en color
verde y los vectores que los dirigen, con sus expresiones

algebraicas, en azul.

Se incluyen sélo los elementos indispensables, debidamente
identificados y rotulados. La posicion de los controles
. deslizantes se ha inmovilizado en la pantalla, procurando que
2. Coherencia ] ) .
no interfiera con el resto de los elementos, pero es posible
desplazar la vista gréfica en su conjunto para visualizar mejor

Sus caracteristicas principales.

Presenta la maxima interactividad. Mas aun, los estudiantes
pueden modificar la aplicacion en su totalidad, agregando o
3. Interactividad | quitando elementos, cambiando la apariencia o seleccionando
gué elementos mostrar, o el nUmero de parametros que es

posible variar.




4 La aplicacion y las actividades se refieren a un Unico concepto

. |y las consignas e indicaciones estan redactadas en lenguaje
Personalizacion

sencillo.

Las operaciones que realiza el applet y los graficos

. desplegados son correctos desde el punto de Vvista
-Rigor » .
. matematico. Por otra parte, es posible corroborar su
matematico _ _ _ o
funcionamiento trabajando con lapiz y papel. Parte de este

trabajo se incluye en las actividades.

Las actividades son variadas, algunas de ellas pueden
o hacerse tanto con el applet como con lapiz y papel y otras que
6. Actividades . .
se realizan mas facilmente con el applet.

Se incluye asimismo una actividad integradora.

Elaboracion propia, en base a (Hohenwarter & Preiner, 2007, pag. 22).
4. Resultados alcanzados y/o esperados

Para asegurar el buen funcionamiento de los recursos elaborados en diversos
contextos se los incorpora a un blog como archivos con la extension .ggb (que
pueden abrirse accediendo al sitio de GeoGebra? para trabajar en linea o bien con el
software instalado en el equipo) junto con un documento de texto que contiene el
material introductorio®, un breve resumen de los fundamentos teéricos?, las
actividades vy las referencias bibliogréficas®. Este material se incluye como notas al

final del presente trabajo.

a) El objeto digital ValVectPropl.ggb
Esta aplicacion tiene caracter introductorio y permite determinar los valores y
vectores propios (cuando éstos son reales) de matrices con elementos reales de 2 x

2. Teniendo presente las definiciones de valor y vector propio, el applet permite

a b
. a=]* 7] .
detectarlos seleccionando los elementos de la matriz ¢ dl y variando los
valores de las componentes del vector = u1,u2), representado en color azul hasta

que el vector verde 4% tenga igual direccion que el vector * . De este modo, el

2 http://www.geogebra.org/webstart/4.4/geogebra.html
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vector ¥ resulta ser un vector propio de la matriz 4 . En el registro algebraico, a la

izquierda de la pantalla, se muestran asimismo los valores propios 414z cuando
éstos son reales. Para determinar a cual de ellos esta asociado el vector @ | el

estudiante debe resolver con lapiz y papel la ecuacion que los vincula, At = Au

2 — —_—
En la figura 6 se muestra el vector propio =~ (2) de la matriz™ [c d] [1

que corresponde al valor propio 4z =4 . A las actividades propuestas, que se
exhiben en la figura 7, puede agregarse alguna que requiera modificar el applet,

como por ejemplo, graficar subespacio generado por cada vector propio detectado,

esto es, la recta dirigida por el vector ¥ .

Figura 6. Objeto digital ValVectPropl.ggb

b ValVectPropl.ggb T —— - =&
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Elaboracion propia con GeoGebra

Figura 7. Actividades para realizar con el objeto digital ValVectPropl.ggb



(a) Trabajando con el objeto digital ValVectPropl.ggb, seleccione los valores de las componentes del vector

u = (ul,u2), mediante los cursores deslizantes, a fin de identificar los vectores propios de la matriz
A= [: Z] — i ; . écudles son sus valores propios? Corrobore sus observaciones trabajando con lapiz y
papel y efectuando los calculos correspondientes.

(b) Repita la actividad con la matriz A = [z Z] = [_% i] ¢Es posible determinar vectores propios para

esta matriz? Determine los valores propios trabajando con lapiz y papel. Explique el efecto que produce la
multiplicacion Au que visualiza mediante el objeto digital ValVectPropl.ggb.

(c) Trabajando con el objeto digital ValVectPropl.ggb repita la actividad con la matriz 4 = ‘: Z] =

[i _11]. ¢Es posible determinar vectores propios para esta matriz? Determine, si es posible, los valores
propios trabajando con lapiz y papel.

(d) Grafique con el objeto digital los espacios propios generados por cada uno de los vectores propios
detectados.

Elaboracion propia

Figura 8. Objeto digital DiagFormasCuad
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b) El objeto digital DiagFormasCuad.ggb

Este objeto (figura 8) permite graficar la cénica con centro ax® + 2bxy +cx® =k

a b
. . A= . .
cuya matriz asociada es [E:- c]. Es posible seleccionar los elementos de la




matriz 4 y el valor del pardmetro ¥ y, en el registro gréfico, se exhibe la cénica

resultante (en rojo) respecto del sistema de ejes original y los nuevos ejes,

representados en verde, dirigidos por los vectores propios ¥1 y V2.

El registro algebraico presenta la ecuacion original de la cénica y su ecuacion
canodnica. De la matriz 4 se muestran su traza P determinante ¢ , sus valores
propios, 41.42 y |os vectores propios asociados a cada uno de ellos, v1,v2 | en

azul. Las ecuaciones de los nuevos ejes £1. B2 se muestran en verde. La aplicacion

permite determinar el género, verificar el efecto de la variacion de cada uno de los

parametros (los coeficientes @:b.¢c.d de la matriz 4 y el valor ¥ de la forma
cuadrdtica) y detectar formas degeneradas o0 casos en que la ecuacion no
representa lugar geométrico alguno.

Las actividades propuestas se muestran en la figura 9. El objetivo de la actividad 1
es gue el estudiante se familiarice con la aplicacion, determinando el género de dos

conicas. Mediante la actividad 2 se investiga el efecto de la variacion del pardmetro

b asignandole inicialmente el valor cero aumentandolo en valor absoluto. Algunas
particularidades de este conjunto de cénicas resultan mas sencillas de verificar a
través de la manipulacion del applet que en forma analitica. Asimismo se investiga la
relacion entre los valores propios y las formas degeneradas. La actividad 3 tiene
caracter integrador y combina el trabajo con el applet y la resolucién con lapiz y
papel y tiene como objetivo determinar el rango de variacion de los pardmetros para
cada tipo de cénica o forma degenerada.

c) El objeto digital RotoTraslacCdonica.ggb

El applet RotoTraslacConica.ggb permite graficar la conica

ax® + 2bxy + cx® +dx +ey =k , cuya expresion matricial es

¢ ﬂ@ };) Gc)+ c d ja'»c) =k g objeto calcula los valores propios 41 Az y los
correspondientes vectores propios V- Uz, representados en azul. En la figura
10, los ejes rotados, dirigidos por estos autovectores, aparecen en linea punteada
azul claro y los ejes rotados y trasladados se muestran en color verde.

En el registro algebraico se presenta la ecuacion original de la conica en color

naranja, al igual que la curva, el centro B =0nn) y e| sistema original de ejes

coordenados, y la ecuacién candnica, 41(x —m)" +4:(y' —n) =1  en verde. Un



detalle de la misma se observa en la figura 11. El centro de la cénica puede variarse

mediante los controles deslizantes ¢ y @ .

Figura 9. Actividades para realizar con el objeto digital DiagFormasCuad.ggb

1. En los ejercicios siguientes se pide, si es posible, graficar la conica empleando el objeto digital
DiagFormasCuad.ggb e identificarla.

() —x% +6x,x, —x3 =1
(b) 2x} + 64x, + 5xF =

2. Trabajando con el mismo objeto digital

(3) utilice los comandos deslizantes para ajustar los coeficientes de la matriz de la forma cuadratica de modo
que resuite A = [‘; Z] = [(1) _03] Identifique |3 conica y observe los valores de |a traza, el determinante

de la matriz y los signos de los valores propios.

(b) dejando fijos los valores de a = 1, ¢ = —3, investigue el efecto del parametro b deslizando el control
correspondiente. iSe modifican los signos de los valores propios? équé sucede para valores grandes del
valor absoluto de b?

(c) seleccionando b = —2, iqué valores de a y ¢ resultan en un par de rectas paralelas? icuanto valen los
valores propios en esos casos? Con a= 1, b = —2 iqué rango de valores de ¢ da como resultado una

elipse?

(d) écudles son los valores y vectores propios en el caso en que A = I, donde I es la matriz identidad de 2 x
2? Identifique |2 conica resultante si A = kI para distintos valores de k € R.

3. Sea A una matriz simétrica de n X n y sea k un escalar. Trabajando con lapiz y papel, pruebe que el
grafico de la ecuacion cuadratica x"A x = k es:

(3) una hipérbolasik # Oydet4 <0

(b) una elipse, circunferencia o conica imaginariasi k = 0ydet4A > 0

(€) un par de rectas o una conica imaginariasik #0ydetA =0

(d) un par de rectas o un unico puntosik = 0ydet4 = 0.

(e) una rectasik = 0 ydet A = 0 (Poole 2006, 428).

Compruebe estas afirmaciones con el objeto digital DiagFormasCuad.ggb.

Elaboracion propia en base a Poole, 2006, pag. 428

Este applet permite incorporar otro género de coénicas, las parabolas y afiade la
traslacion de ejes. Las actividades propuestas tienen un caracter mas integrador, por
lo cual se sugiere el trabajo con el mismo hacia el final de la unidad tematica, como
actividad de cierre. Se incorporan asimismo, elementos tales como la localizacién de
focos y determinacion de la excentricidad que proponen una linea de trabajo

complementaria para las cénicas.



Figura 10. Objeto digital RotoTraslacConica.ggb
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Figura 11. Detalle de la vista algebraica del objeto digital RotoTraslacCénica.ggb
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Figura 12. Actividades para realizar con el applet RotoTraslacConica.ggb

1. Dada la expresion kx? + 2y2 —8x=0,

(a) indicar qué codnicas representa para distintos valores de k, con el objeto digital
RotoTraslacCdnica.ggh. ¢ COmo se comporta la curva para k — oy parak - —o?

(b) trabajando con lapiz y papel, obtenga la ecuacion candnica. Compare sus resultados con los
que proporciona el applet.

2. Construir los siguientes sistemas de conicas vy verificar que todas las cénicas de un mismo
sistema son homofocales.

(a) 16(x — k)? +9y? = 144
(b) (y — k)? = 4x

3. Construir los sistemas de cdnicas dados y discutir los lugares geométricos a medida que k se
aproxima a cero y al infinito. Observar como se comportan los focos en cada caso.

&= . ¥% _
(a) 5 + e 1

x=K)? ¥y _
(b) k2 36 1

4. Sea c la cénica de ecuacion x?+ y? =2x+ 2y + 2xy; trabajando con el applet
RotoTraslacConica.ggb identificar su géneroy

(a) trabajando con lapiz y papel definir una adecuada transformacion de coordenadas que permita
identificar sus elementos principales y graficarla aproximadamente indicando las dos bases de
referencia, corroborando el resultado con el applet;

(b) hallar todos los b € R tales que la recta de ecuacion y = b — x resulte tangente a la conica c y
el correspondiente punto de tangencia.

5. Por medio del applet RotoTraslacConica.gghb identificar el género de la cénica dada por la
ecuacion 4x? — 4xy + 7y? + 12x + 6y = 9 en la base candnica de R?.

(a) trabajando con lapiz y papel efectuar una traslacion del sistema original y escribir la ecuacién
en las variables u y v;

(b) definir una rotacion adecuada y escribir la ecuacion candnica de la elipse en las variables t, w.
(c) determinar la posicidn del centro de la cdnica, el valor del coseno del angulo 6 de rotaciény la
excentricidad.

Elaboracion propia en base a Smith & Gale, 1980, pag. 205

La flexibilidad del recurso, la posibilidad que tiene el usuario de modificarlo segun

sus necesidades, junto con la variedad de actividades propuestas abren una



variedad de lineas de trabajo por parte de docentes y alumnos, incorporando nuevos
elementos y actividades.
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videoconferencing and electronic mail. (UNESCO, Using ICT to Develop Literacy, 2006, pag. 14).

2 GeoGebra - Dynamic Mathematics for Everyone. Copyright 2001-2009 GeoGebra Inc. La aplicacién
puede descargarse en forma libre del sitio http://www.geogebra.org/, donde se detallan las
condiciones de uso. License: You are free to copy, distribute and transmit GeoGebra free of charge
for non-commercial purposes). PROJECT DIRECTOR: Markus Hohenwarter (Austria & USA 2001-),
LEAD DEVELOPER: Michael Borcherds (UK 2007-), DEVELOPERS: Gabor Ancsin (Hungary 2009-),
Mathieu Blossier (France 2008-), Calixte Denizet (France 2010-), Arpad Fekete (Hungary 2010-),
Zbynek Konecny (Czech Republic 2010-), Zoltan Kovacs (Hungary 2010-), Yves Kreis (Luxembourg
2005-), Florian Sonner (Germany 2008-), George Sturr (USA 2009-), Hans-Petter Ulven (Norway
2008-).

® Diagonalizacion de formas cuadraticas

Se presenta aqui un conjunto de objetos digitales o microaplicaciones interactivas construidas con
GeoGebra® para la visualizacion de conicas que pueden presentarse trasladadas y/o rotadas respecto
del sistema de ejes cartesianos originales.

« e e, o . .z - )

Definicion Una forma cuadratica de ™ variables es una funcion f-R" = R de la forma
— T . . .

fld=x"Ax , donde es una matriz simétrica de I X M. A eslamatriz asociada a I .

Las conicas responden a la ecuacion general de segundo grado ax* +2bxy+ecx* +dx+ey=k
o x"Ax+Bx=1k , en su forma matricial, donde

4= ), B=C o x=()

Para operar con los objetos se debera guardarlos con otro nombre en el Escritorio o una carpeta
personal de trabajo y operar en linea ingresando al sitio
http://www.geogebra.org/webstart/4.4/geogebra.html o bien, instalando el software de uso libre en su
equipo.

A continuacion se presenta una breve sintesis de los conceptos tedricos que sustentan el
funcionamiento de estos applets; no obstante es necesario que el usuario lea previamente los
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contenidos en alguno de los textos incluidos en la bibliografia de la respectiva asignatura o que se
indican como referencia en este documento y realice las actividades propuestas para cada objeto
digital.

* Algunas definiciones y propiedades relativas a valores y vectores propios de matrices de nxn

Definicién Sea# una matriz de XM | E| escalar # se denomina valor propio de la matriz 4 si
existe un vector no nulo ¥ tal que 4% =AX. Tal vector ¥ se llama vector propio de 4
correspondiente al valor propio A.

Los valores propios de una matriz cuadrada A son las raices del polinomio caracteristico
pald) = detld —AI)

El procedimiento para hallar los vectores propios es el siguiente:

1. Determinar las soluciones de la ecuacion caracteristica det{d — Al) =0

2. Para cada valor propio 4 , hallar el subespacio nulo de la matriz 4 — Al . Este es el autoespacio

Sa, cuyos vectores no nulos son los vectores propios de A correspondientes al valor propio A
3. Determinar una base para este subespacio.

Definicion Se define multiplicidad algebraica de un valor propio como su multiplicidad en cuanto raiz
de la ecuacion caracteristica det{A — A} =0

Por otra parte, la multiplicidad geométrica de dicho valor propio es la dimensién de su autoespacio
asociado.

Los valores propios de una matriz triangular o diagonal son los elementos de su diagonal principal.
La matriz cuadrada 4 es inversible si y s6lo si @ no es valor propio de A

Sean 41,4z, w An valores propios distintos de la matriz A cuyos correspondientes vectores propios
son V1:Vz, -, ¥ Entonces el conjunto {1, ¥z, =, ¥» } es linealmente independiente.

Definicion Sean 4 y B matrices de ™ X7 | Se dice que 4 es semejante a & si existe una matriz
inversible de™ XN P tgjque P*'AP =5

Sean 4 y B matrices semejantes de ™ X7 . Entonces &4 y B tienen igual determinante, rango,
polinomio caracteristico y valores propios. De este modo, A esinversible si y solo si E Joes.

Definicién Sea una matriz 4 de ™ XM | Entonces £ es diagonalizable si existe una matriz
diagonal D tal queA es semejante a D: PT*"AP=D

Sea una matriz 4 de ™ XM . Entonces 4 es diagonalizable si y solo si 4 tiene ™ vectores
propios linealmente independientes. Mas precisamente, la matriz diagonal D contiene los valores
propios de A en su diagonal principal y la matriz P tiene como columnas a los vectores propios
asociados a cada valor propio, en el mismo orden que D.

Silamatriz&4 de™ X7 tiene ™ valores propios distintos, entonces 4 es diagonalizable.

A=[§ -

.
Sea al . Los valores propios de & sond=atib ysia yb noson simultaneamente

cero, entonces la matriz A se puede factorear como

4= [a —b] _ [’J" ][CDSE —5&n
b a 0 rllsené  cos6 1, donder =14l =+a®* +b* y& es el valor principal del
argumentode @+ &




Definicion Una matriz @ de™ Xn cuyas columnas forman un conjunto ortonormal se llama matriz
ortogonal.

Una matriz @ es ortogonal si y sélo si Qt=¢".

Seaunamatriz @ de™ X™ _Entonces las siguientes proposiciones son equivalentes:
a) @ es ortogonal.

by 1Qx1l = lxll para todo * € R™.

c)@x -Qv=x-¥ paratodo* ey €R",

Diagonalizacién ortogonal de matrices simétricas

Definicién Una matriz A de ™ XM es diagonalizable ortogonalmente si existe una matriz ortogonal
- T —
@ y una matriz diagonal D tales que R°AQ@=D

Si A es diagonalizable ortogonalmente, entonces A es simétrica.

Si A es una matriz simétrica real, entonces sus valores propios son reales.

Si A es una matriz simétrica, entonces dos vectores propios cualesquiera, correspondientes a valores
propios diferentes son ortogonales.

(Teorema espectral). Sea A una matriz simétrica real de ™ X T | Entonces A es simétrica si y sélo si
es diagonalizable ortogonalmente.

« e e, o . .z - )

Definicion Una forma cuadratica de ™ variables es una funcion f=R" = R de la forma
— T . . .

fx)=x"Ax donde esunamatrizsimétricade™ XM 4 esla matriz asociada a f .

(Teorema de los ejes principales). Toda forma cuadratica puede diagonalizarse. Si A es la matriz
. . T . .

de ™ XM gasociada a la forma cuadratica ¥ A% y si @ es una matriz ortogonal tal que

QTAQ =D | entonces el cambio de variable ¥ = @¥ transforma la forma cuadratica *" 4 ¥ en la

forma cuadratica ¥' D ¥ , que no contiene términos de producto cruzado. Si los valores propios de A
son Au Az, o dy y ¥ =Dn, vVl entonces XTAx=yTDy = 41,3 4+ 4 40070

Ly - — T . . e
Definicion Una forma cuadratica flx)=x"A x (y la correspondiente matriz simétrica A) se
clasifica de la siguiente manera:

a) definida positiva si f{x} > 0 paratodo* 0 .

b) semidefinida positiva si fld=0 para todo ¥ .

¢) definida negativa si /X <0 paratodo * =0 |

d) semidefinida negativa si fGl=0 para todo ¥ .

e) indefinida si &) toma valores positivos y negativos.

Sea 4 una matriz simétrica de ™ X7 | La forma cuadratica f0) = xTA x eg

a) definida positiva si y s6lo si todos los valores propios de A son positivos.

b) semidefinida positiva si y sélo si todos los valores propios de A sonno negativos.
¢) definida negativa si y solo si todos los valores propios de A son negativos.

d) semidefinida negativa si y sélo si todos los valores propios de A sonno positivos.
e) indefinida si y sélo si A tiene valores propios positivos y negativos.




_ T » . L

Sea flxlJ=x"Ax yna forma cuadratica asociada una matriz simétrica A de ™ XM _  Sean
Ay 2 Az Z - 2 Ay Entonces las siguientes afirmaciones son verdaderas, sujetas a la restriccién
kxll=1 .

a)ds = flx) = A,

b) El maximo valor de &) es 44 y se produce cuando ¥ es un vector propio unitario
correspondiente al valor propio 41 .

c) ElI minimo valor de &) es A y se produce cuando ¥ es un vector propio unitario
correspondiente al valor propio 4x .
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