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Abstract

Los alumnos de las carreras de Ingenieria, presentan serias dificultades cuando se les ensefia y
tratan de aprender la nocion de limite de una funcion; este hecho que ha sido descubierto en el
ejercicio de nuestra profesion como profesores de Analisis matematico I, ha sido ampliamente
comprobado en nuestra investigacion. Este concepto, a pesar de ser muy abstracto, esta
presente en varios aspectos de la vida real, que no son triviales, es fundamental para el
aprendizaje de otros conceptos de la asignatura, estan muy lejos de comprender el concepto.
Se trata de una conceptualizacion de pensamiento matemdtico avanzado que requiere altos
niveles de abstraccion, su aprendizaje no puede reducirse a una mera memorizacion de la
definicion del concepto, la que facilmente es olvidable, ya que no tienen una interpretacion

funcional de la misma, presumiblemente, por la falta de articulaciones entre varios registros.

El presente trabajo se refiere a los resultados que se han establecido al analizar los datos
recabados en cada uno de los tres ciclos de investigacion utilizando la metodologia cualitativa
de investigacion accidén. En cada uno de ellos se concibieron y se pusieron en practica sus

fases: planificacion, accion, observacion y reflexion.

Entre las conclusiones destacamos las enormes dificultades que tienen los alumnos para la
comprension de este concepto, en cualquier registro. Igualmente establecemos que favorece la

comprension del concepto, el estudiar primeramente la definicion como aproximacioén 6ptima



(Blazquez & Ortega, 1999) para luego poder interpretar el formalismo y simbologia de la

definicidn métrica.

Introduccion

Una de las primeras materias que se encuentra el ingresante a las carreras de Ingenieria es
Analisis Matematico I.

Esta asignatura es basica y sirve como herramienta para otras materias de la especialidad, en
donde se deben modelar y resolver problemas de ingenieria. La motivacion y los
conocimientos matematicos en estos alumnos son diferentes a los que, por ejemplo, se

estudian en la Licenciatura de Matematicas.

Se hace necesario, entonces, disefiar su enseflanza no para la simple acumulacion de
conocimientos, sino para que contribuya a construir formas de pensamiento y de adquisicion
de saberes en los que se aseguren las relaciones con los ya estudiados y que permita la
aplicacion de métodos generales. En tal sentido, resulta imprescindible realizar
transformaciones en la ensefianza tradicional.

A través de nuestra experiencia como docentes de la asignatura Analisis Matematico I, de las
carreras de Ingenieria, hemos comprobado las dificultades que los alumnos presentan cuando
se les ensefia y tratan de aprender la nocion de limite de una funcion. Este concepto, a pesar
de ser muy abstracto, esta presente en varios aspectos de la vida real, que no son triviales, y es
fundamental para otros temas de la asignatura tales como derivadas, integrales, etcétera; y
aunque los alumnos saben como resolver ejercicios tipo calculo, estan muy lejos de

comprender el concepto.

Aun cuando logran superar la materia con un buen rendimiento en muchos casos, fracasan o
no tienen buen desempefio al desarrollar actividades en materias posteriores que requieran de
la reflexion y del uso adecuado de esta nocion. La resolucion de problemas es pobre cuando
estos alumnos se enfrentan situaciones nuevas; sobre todo en aquellas que no indican

expresamente la accion que deben realizar.

En cuanto a su ensefianza, el tratamiento que se ha seguido antes de esta investigacion, es
basicamente “tradicional”, se les explicaba la definicion con los teoremas correspondientes,
para luego enfrentarlos a ejercicios algoritmicos, en donde s6lo debian encontrar el valor de
distintos limites, aplicando los teoremas estudiados y realizando transformaciones en las
funciones, de manera que en estas Ultimas sea posible la sustitucion directa y encontrar los

valores de los limites. De esta manera es como sugieren su ensefianza en los libros de texto.



De acuerdo con Contreras (2000) al desarrollar un tema de Analisis, un profesor se enfrenta a
conceptos que por su propia naturaleza son problematicos en si mismo, lo que hace
desplazarse hacia posturas algoritmicas, mas faciles de gestionar y evaluar, dejando de lado
los problemas caracteristicos de dicha asignatura. De la misma manera Artigue (1995)
establece que se ha comprobado que la ensefanza tradicional tiende a centrarse en una
practica algoritmica y algebraica, y a evaluar solo las competencias adquiridas en este
dominio. De esta manera, los distintos temas que se desarrollan, dependen de las definiciones
matematicas de los objetos, perdiéndose el valor que tienen las conversiones entre registros
para los aprendizajes, debido que no se exploran de manera consistente las actividades que
favorecerian su articulacion con otros medios de expresion y representacion matematica que

utilicen el uso simultaneo de varios registros de representacion semidtica.

Esta situacion se agudiza en los alumnos de Ingenieria, ya que el uso que se da a los
conceptos matematicos como modelos cumple con objetivos muy diferentes: por un lado, en
los procesos de resolucion se requiere implementar métodos numéricos de calculo y también
graficos para la representacion del problema; y, por otro, cuando se tiene una solucion
algebraica, el principal interés reside en interpretar el resultado implicito de dicha solucion.
También es importante resefar que estos temas se tratan cuando el alumno ha ingresado
recientemente en la Universidad. En este momento debe afrontar los problemas propios de la
articulacion entre la escuela media y superior, que inciden notablemente en el aprendizaje de
temas de Analisis Matematico, asignatura que tiene que enfrentar el primer afio de ingreso en
la Universidad, y, por tanto, necesita disponer de un dominio adecuado de los conocimientos

y habilidades basicas, propias de la escuela media, para poder superar los futuros obstaculos.

Por tratarse de una nocioén que requiere altos niveles de abstraccion, su aprendizaje se reduce
a una mera memorizacion de la definicion del concepto, la que facilmente es olvidable, ya que
no tienen una interpretacion funcional de la misma, presumiblemente, por la falta de
articulaciones entre varios registros. Sin embargo, pueden realizar el calculo correspondiente

sin mayores (o con ciertas) dificultades.

Los estudiantes de las carreras de Ingenieria tienen el convencimiento de que solo les
interesan las matematicas que tienen aplicaciones directas y, por tanto, el concepto de limite,
tal y como se viene ensefiando en los estudios de Ingenieria, les resulta demasiado arido, no
saben aplicarlo ni a situaciones problema ni a nuevos planteamientos matematicos, y ni
siquiera tienen la habilidad de establecer conexiones con el céalculo de limites. Pensamos que

la ensefianza tradicional, que se limita a la conceptualizacion métrica y al calculo, no tiene



sentido hoy en dia, ya que el concepto, por una parte, casi nunca se logra aprender y parece
que al cabo de un afio casi ningiin alumno es capaz de recordarlo y, por otra, carece de sentido
invertir demasiado tiempo lectivo en que los alumnos aprendan el céalculo de limites (que
también es posible que lo olvidan con facilidad) cuando el ordenador puede hacer estas tareas

que, ciertamente, no aportan conocimiento alguno.

En la tesis doctoral de la Dra. Blazquez, “Nocion de limite en Matemadticas aplicadas a las
Ciencias Sociales (Blazquez, 1999)”, dirigida por el Dr. Ortega, entre otras muchas cosas, se
constatd, que los alumnos son capaces de memorizar la definicion y también hacer ejercicios
de calculos de limites, utilizando ciertas técnicas sencillas, pero estan muy lejos de
comprender la nocion y de aplicarla a situaciones tedrico-practica. La conceptualizacion
métrica de limite funcional, que es la que se utiliza en la docencia universitaria, se muestra
extremadamente compleja y en la tesis de Blazquez se acufia una nueva, que estd basada en la
idea de aproximacion numérica. En esta conceptualizacion se evita el formalismo notacional

que tan problematico resulta para los alumnos.

Tomando como referencia las investigaciones realizadas por otros autores y muy
especialmente la tesis de Blazquez, se desarrollo este estudio. Se planificaron, desarrollaron y
analizaron tres ciclos de investigacion (ciclo exploratorio, confirmatorio y de cierre),

estableciéndose los cambios necesarios de acuerdo a las reflexiones observadas en cada ciclo.

En nuestra investigacion, se utilizd una orientacion didactica basada en la nueva
conceptualizacion, trabajando los registros numéricos, graficos, verbales y simbdlicos, y las
conversiones entre ellos; ahondando en planteamientos controvertidos que tengan que ver con
el concepto, y dejando que el ordenador realice los calculos correspondientes. Se trabajo en
forma experimental con los alumnos de las carreras de Ingenieria de la Facultad de Ingenieria
y Ciencias Econdémica Sociales de la Universidad Nacional de San Luis (Argentina),
aplicandose una metodologia cualitativa y considerandose los marcos tedricos: Registros de
Representacion Semidtica de Raymond Duval, Actos de Comprension de Sierpinska y la

Socioepistemologia de Cantoral para determinar qué y como aprenden estos alumnos.

La investigacion que se ha desarrollado es eminentemente practica y, por tanto, en ella son

importantes las consideraciones de tipo contextual y especialmente la experimentacion.

En primer lugar analizamos y realizamos cambios curriculares en la asignatura con el objetivo
de investigar como se producen los aprendizajes del concepto de limite basados en la

conceptualizacion acufiada en la tesis de Blazquez, que estad fundamentada en el concepto de



aproximacioén optima, frente a los aprendizajes basados en la conceptualizacion métrica,
siempre bajo la conviccion de que las actividades de conversion de registros favorece el

aprendizaje de los alumnos.

Nuestra conjetura inicial, que luego fue constatada en la investigacion, se refiere a que los
alumnos aprenden con menos dificultad la primera conceptualizacion; con ella se sienten mas
motivados y prefieren trabajar con ella.

REFERENTES TEORICOS - CONCEPTUALES

Nuestra investigacion se encuadra en la ciencia denominada Didactica de la Matematica. Esta
ciencia, entre otras problematicas, estudia los procesos de transmision y adquisicion de los
diferentes contenidos matematicos en situacion escolar en todos los niveles educativos. Segun
Farfan (2001), una orientacion consiste en describir y explicar los fendmenos relativos a las
relaciones entre ensefianza y aprendizaje. No solo se trata de encontrar “una buena manera de
ensefiar”’ un concepto determinado, sino que también debe ocuparse de la organizacion de una
actividad, cuya intencion sea el aprendizaje de un cierto saber.

Brousseau (1986) establece que en toda situacion de ensefianza existe un conjunto de
relaciones establecidas explicita y/o implicitamente entre un alumno o un grupo de alumnos,
un cierto medio (que comprende eventualmente instrumentos y objetos) y un sistema
educativo (representado por el profesor) con la finalidad de lograr que estos alumnos se
apropien de un saber constituido o en vias de constitucion.

Pero no unicamente se debe tener en cuenta este conjunto de relaciones sino que, por otro
lado, siguiendo a Schoenfeld (1987), a pesar de toda la complejidad de las situaciones de
ensefianza - aprendizaje, las estructuras mentales de los alumnos pueden ser comprendidas, y
tal comprension ayudara a conocer mejor los modos en que el pensamiento creativo y el
aprendizaje tiene lugar.

Estos planteamientos requieren situar a la Didactica de la Matematica dentro de las
interacciones entre multiples disciplinas: Psicologia, Pedagogia, Sociologia, Matematicas, etc.
La psicologia se interesa, no solamente, por el aprendizaje, en lo que respecta en comprender
el fendmeno mental que interviene en éste, sino también, por la adquisicion de los conceptos
y por la relacion existente entre razonamiento y aprendizaje. El enfoque psicoldgico intenta
comprender que hacen los alumnos cuando se encuentran frente a las matematicas. Se asume
que el aprendizaje de las matematicas tiene su propia psicologia, que los estudiantes y

profesores tienen ideas propias acerca de las matematicas en situaciones de aprendizaje y que



los profesores estaran mejor equipados para su tarea si pueden comprender como se ven las
matematicas desde la perspectiva del que aprende.

Desde este punto de vista, la psicologia cognitiva postula que la mente opera con
representaciones mentales. Un modelo del representacionalismo se suele relacionar con la
metafora del espejo, donde se supone que existe una serie de objetos del mundo real que se
reflejan en la mente de las personas (Font, 2000).

De acuerdo a esto, no es posible estudiar los fenomenos relativos al conocimiento sin recurrir
a la nocion de representacion. La representacion ha sido, y es, el centro de toda reflexion que
se preocupa por las cuestiones que tienen que ver con la comprension de un conocimiento, y,
en la actualidad, desde esta perspectiva, se considera que no hay conocimiento sin una
actividad de representacion.

.Las representaciones en didactica de la matematica

Una investigacion que requiera una experimentacion en el aula con alumnos regulares de un
curso reglado, tiene que tener en cuenta la disposicion e intervencion del alumnado y tiene
que contemplar un guion de trabajo que difiere de los guiones establecidos en el reglamento,
por tanto, es necesario establecer un contrato didactico con los alumnos, para que cada una de
las partes contrayentes tengan en cuenta sus reglas de juego, ya que la dinamica de aula, las
tareas van a ser diferentes.

Desde la perspectiva del alumno, las representaciones y la semiotica, y su relacion con
distintas formas de conocimiento se han convertido en elementos importantes en el estudio de
la comprension y se han consolidado como una herramienta til a tal efecto.

Esto se debe a que los objetos matematicos no son directamente accesibles a la percepcion
como son los objetos fisicos y culturales, ya que al tratarse de abstracciones, son necesarias
las representaciones. Entender un concepto significa tener una imagen del concepto
(Pluvinage, 1998).

En el campo de la didactica de la matematica, se han realizado muchas investigaciones para
precisar el término “representacion” y para estudiar el papel que juegan las diferentes
representaciones en el proceso de comprension de los contenidos matematicos. La mayoria
esta de acuerdo en que la naturaleza de las representaciones matematicas influye en el tipo de
comprension que genera el alumno y reciprocamente, el tipo de comprension que tiene el

alumno determina el tipo de representacion que puede generar o utilizar.



El punto de vista de R. Duval

Debido a que los objetos matematicos no son directamente accesibles a la percepcion, Duval
(1998) enfatiza la importancia de la representacion en Matematicas, estableciendo que no es
posible estudiar los fendémenos relativos al conocimiento sin recurrir a ella.

Este autor establece que, en matematicas, las representaciones semioticas no sélo son
indispensables para fines de comunicacion sino que también son necesarias para el desarrollo
de la actividad matematica misma, ya que es posible efectuar tratamientos sobre los objetos
matematicos y de realizar conversiones entre registros. El progreso de los conocimientos se
acompafia siempre de la creacion y del desarrollo de sistemas semidticos nuevos y
especificos.

Los actos de comprension de A. Sierpinska

En nuestra investigacion se analiz6 la comprension adquirida por los alumnos en relacion con
el concepto de limite, considerando el modelo tedrico sobre los actos de comprension de A.
Sierpinska (1990).

Esta autora propone cuatro categorias de actos de comprension:

Identificacion: Consiste en una percepcion repentina de objetos relacionados con el concepto
en cuestion o la identificacion de un término como poseedor de un estatus cientifico.

Discriminaciéon: Este acto consiste en la diferenciacion entre dos objetos, propiedades o ideas

que se confundian antes.

Generalizacion: Se refiere a darse cuenta de que algunas condiciones no son esenciales o de
las posibilidades de extender el rango de aplicaciones.

Sintesis: Consiste en adquirir relaciones entre dos o mas propiedades, hechos u objetos y
organizados en un todo consistente.

Consideramos que el discernimiento de los actos de comprension involucrados en las
actividades, tareas, ejercicios, etc. desarrolladas en esta investigacion, nos ayudé al momento
de analizar la comprension de los alumnos sobre los mismos.

La socioepistemologia

Desde la década de los afos 90, un grupo de investigadores de México (Cantoral, 2003;
Cantoral y Farfan, 2004; entre otros), vienen desarrollando estudios donde, desde la
perspectiva de la construccion social del conocimiento, estas investigaciones toman como
referente la dimension epistemologica y, fundamentalmente estudia las circunstancias que
permiten construir el conocimiento como respuesta a los aspectos sociales y culturales de la

época, como motores creativos, y de las instituciones en las que se produce la formacion.



El objeto de estudio de este marco tedrico es la socioepistemologia de los saberes
matematicos, incluyendo el aspecto cognitivo del alumno, con el propoésito de elaborar
propuestas de ensefianza que traten sobre el qué ensefiar y el como ensefiar, tal y como se
venia realizando habitualmente.

Con esta perspectiva, este grupo considera una aproximacion sistémica de la construccion del
conocimiento a la que llaman “acercamiento epistemoldgico”. En ella, profundizan desde lo
que consideran sus cuatro componentes fundamentales: la naturaleza epistemologica, la
dimension socio-cultural, los planes de lo cognitivo y los modos de transmision via la
enseflanza.

ASPECTOS METODOLOGICOS

Como la finalidad principal de esta investigacion fue la accion educativa, centrada en la
busqueda de soluciones, y asi lograr el mejoramiento en la ensefianza, resolviendo los
problemas educativos que dia a dia se presentan en el aula, se busc6 una metodologia en la
que el docente, los alumnos y todos los agentes del proceso educativo se impliquen en la
investigacion. Cuando €sta se realiza mediante un proceso experimental de la propia practica
docente, la mejora de la calidad de la ensefianza tiene muchas posibilidades de éxito.

La investigacion-accion

El concepto de investigacion-accion tiene sus origenes en los afios cuarenta en la obra del
psicologo Kurt Lewin que lo aplico en una serie de experimentos en Norteamérica en
contextos sociales muy diferentes. En los ultimos afios se ha ido desarrollando en distintos
paises, incluido Espafia, en un contexto de colaboracidn entre investigadores y profesores para
la mejora del curriculo.

La investigacion-accion segiin Kemmis y McTaggart (1988; p. 9) es "una forma de
indagacion introspectiva colectiva emprendida por participantes en situaciones sociales con
objeto de mejorar la racionalidad y la justicia de sus practicas sociales y educativas, asi
como su comprension de esas prdcticas y de las situaciones en que éstas tienen lugar". Elliot
(1990; p. 23) la describe no s6lo como reflexion sobre la practica, sino como "reflexion
relacionada con el diagnostico", es decir, la investigacion-accion no se preocupa basicamente
de resolver problemas sino de plantearlos y mejorar la practica educativa a través de los
efectos de los cambios conseguidos. Sigue, por tanto, una tradicion interpretativa,
fenomenolodgica de la investigacion social.

Algunas de las caracteristicas de la investigacion-accion sefialadas por Pérez (1994) nos

sirven para justificar el hecho de adoptar esta metodologia:



- Union de teoria y practica: La teoria orienta la practica y esta supone una reflexion para la
elaboracion de teorias.

- Orientada a la mejora de la accion: Busca no solo el andlisis de la realidad, sino la mejora de
la misma, puesto que entiende que los fendmenos educativos son susceptibles de mejora.

- Partir de problemas practicos: El objeto de estudio son los problemas practicos tal y como
ocurren en su propio contexto, es decir, problemas de aula.

En la practica, todo proceso de investigacidon-accidon comienza con la constatacion, por parte
de un grupo de personas, de una situacion educativa o social susceptible de mejora. Una vez
identificado el problema, el grupo elabora un plan general, lo pone en practica y evalaa, para
elaborar de nuevo otro plan que tenga en cuenta dicha evaluacion. Este proceso de peldafios
helicoidales fue descrito por Lewin. Kemmis y McTaggart (1988, pp. 16-20), recogen las

fases de la investigacion-accion de Lewin en un esquema grafico que responde a lo siguiente:

Planificacion (elaboracion de un plan) debe anticipar y prever tanto la accion como las
formas de observacion, aunque debe ser lo suficientemente flexible como para adaptarse a las

limitaciones y situaciones imprevistas que se producen en la realidad.

Accion es deliberada y controlada por la planificacion, pero debe estar abierta a los
cambios que se producen pues se desarrolla en una realidad sujeta a una serie de limitaciones.
La accion debe ser observada en el contexto en que tiene lugar para posteriormente poder ser

evaluada.

Observacion o recogida de datos durante la accidn, tiene la funcion de documentar

ésta y proporcionar una base para la siguiente fase.

Reflexion. Esta tiene como finalidad describir y analizar los procesos, problemas y
restricciones que se han puesto de manifiesto en la accion, y debe ser fruto de la discusion e
intercambio de puntos de vista de un grupo de investigadores.

La validez de esta metodologia segun Elliot (1990) reside en la triangulacion, lo que
requeriria la presencia en las aulas de un observador externo. Hopkins (1989), sin embargo,
describe un caso donde el investigador es el propio profesor sin esta figura. En las
investigaciones realizadas en la Universidad de Valladolid, el director de la investigacion
asume el papel del observador externo a través de las grabaciones. Otra forma de validacion
es la saturacion. Esta se produce cuando en el altimo ciclo experimental no se producen

nuevos resultados.



En la investigacion que presentamos, elaboramos una secuencia didactica, desde la
perspectiva de la conceptualizacion como aproximacion optima del concepto de limite
(Blazquez, 1999), especifica para alumnos de las carreras de Ingenieria. Esta secuencia fue
desarrollada en tres ciclos (ciclo exploratorio, ciclo de confirmacion y ciclo de cierre),
verificando las cuatro fases de esta metodologia (planificacion, accion, observacion y
reflexion). En cada uno de los ciclos se realizaron los cambios necesarios teniendo en cuenta
las reflexiones resultadas. La muestra estuvo compuesta por los alumnos de primer afio de las
carreras de Ingenieria de la Facultad de Ingenieria y Ciencias Econémico Sociales de la
Universidad Nacional de San Luis (Argentina).

RESULTADOS ALCANZADOS

Ciclo Introductorio

En primer lugar analizamos de forma exhaustiva los libros de texto usuales en la docencia de
Analisis Matematico I. Observamos una gran diferencia en la presentacion y tratamiento que
hacen los diversos autores sobre el concepto de limite. Todos utilizan la conceptualizacion
métrica o topoldgica, razdn por la que se ha tenido que elaborar una secuencia didactica desde
la perspectiva de la conceptualizacién como aproximacion optima. Al finalizar el ciclo, se
elabord un cuestionario para analizar el aprendizaje de los alumnos. Como reflexion general a
este cuestionario se podria destacar el numero tan elevado de alumnos que no responde a las
cuestiones planteadas. Se trata de cuestiones abiertas en las que no se da una orden concreta
de actuacion directa y, consecuentemente, parece que los alumnos estan desconcertados.

El analisis de las tareas de los alumnos, utilizando categorias para clasificar sus respuestas, no
basta para saber si han comprendido algunos conceptos, si han superado los actos de
comprension definidos para cada tarea.

Del analisis efectuado en cada una de las cuestiones se deduce que los alumnos tienen
dificultades en el aprendizaje del concepto de limite en cualquier registro.

La mayor parte de los estudiantes intentan explicar el concepto mediante la idea de
aproximacion optima, aunque se quedan en una aproximacion ingenua. Sin embargo, ninguno
intenta algo que tenga que ver con la simbologia métrica.

Identifican el teorema de caracterizacion como definicion del concepto, dan demasiada
importancia al calculo de limites, tienen dificultades en la conversion de registros, la
manipulacion simbolica es complicada para ellos, las interpretaciones de las graficas no pasan
de ser muy intuitivas, etc.

Tras las ilustraciones del concepto se pretende introducir la definicion métrica. La forma en

que se ha hecho no resulta del todo satisfactoria pues los alumnos no participan en la



construccion del concepto. Asi, seria mas adecuado plantearlo como una investigacion
dirigida. Como prerrequisito hay que clarificar lo que significa mejorar una aproximacion en
términos de entornos.

Parece ser que los alumnos se sienten mas seguros utilizando el registro verbal que los otros
tres que apenas consideran y, por tanto, no llegan a comprender el concepto (segiin Duval).
No alcanzan el grado de adquisicion conceptual que les permite realizar conversiones entre
registros. Es mas, tienen dificultades de interpretacion del concepto en todos los registros.
Confunden el calculo algebraico con el concepto y utilizan el primero como sindénimo del
segundo sin dar el paso de aplicacion del concepto.

La manipulacion simbolica no estandar, que no se reduce a un calculo directo tiene
dificultades para estos alumnos.

Ciclo confirmatorio

Este ciclo se planifico siguiendo las caracteristicas y contenidos del ciclo anterior pero
modificandolo de acuerdo a las reflexiones del mismo. Se utilizaron las tareas del ciclo
anterior, aunque muchas de ellas modificadas, destacando la importancia de los problemas
practicos de este concepto. Asi se podia avanzar un poco mas en la investigacion programada.
Parece que las tareas de motivacion son adecuadas y bien recibidas por los alumnos, surtiendo
el efecto deseado.

El concepto de aproximacion que, de hecho, resulta facil de comprender cuando se trata de
variables separadas (sucesiones), empeora notablemente cuando tienen que relacionarse
mediante una relacién funcional y, en general, parece que no distinguen con suficiente
claridad la diferencia entre aproximacion y tendencia.

Los resultados de las respuestas a preguntas directas formuladas en registros graficos son
mejores que cuando tienen que hacer alguna interpretacion sobre datos mas dispersos, como
ocurre con las tablas numéricas, hecho que confirma la importancia de utilizar varios
registros.

Al realizar tareas de conversion entre conceptualizaciones y registros se observan que los
alumnos tienen enormes dificultades en la manipulacién simbolica, lo que pone de manifiesto
que la formacion de los alumnos puede ser tan deficiente que les impide aprender conceptos
como el que aqui se investiga. Sobre este hecho volveremos en el siguiente ciclo.

Para estos alumnos identificar la no existencia del limite es muy complicado en cualquier
registro desde la propia definicion. La herramienta preferida, mas facil de aplicar, es el

teorema de caracterizacion.



Cuando tienen que ejemplificar situaciones particulares de limites concretos en puntos dados,
estos alumnos recurren siempre a modelos graficos y simboélicos de funciones que son
siempre continuas, y con estas funciones no se puede saber si los alumnos discriminan los
conceptos de continuidad y limite.

Se pone de manifiesto la dificultad que tienen los alumnos para demostrar propiedades por
ellos mismos, aunque se trate de un constructivismo programado y sélo tengan que rellenar
algunos huecos en los textos que reproducirian las demostraciones. El analisis comparativo de
la aplicacion de las definiciones métrica y como aproximacion Optima confirman la hipotesis
de la simplicidad de la definicion como aproximacion optima frente a la definicion métrica
formal. Los alumnos aplican mejor la definicion como aproximacion optima y parece que son
capaces de memorizar la definicion métrica pero sin comprender correctamente toda la
simbologia que conlleva esta definicion.

Las dificultades en la aplicacion del concepto de limite como aproximacion dptima no son
propias de la definicidn sino que estan asociadas al concepto numérico, al concepto de
funcién y a la asociacion cartesiana de las variables funcionales. Son dificultades previas al
concepto, que influyen directamente en su comprension. En sintesis la definicion como
aproximacion optima es menos problematica para estos alumnos que la definicion métrica
tanto en la comprension como en la aplicacion para demostrar teoremas. Sin embargo el
tratamiento que se ha realizado aqui puede ser débil y esta conjetura se esclarecera en el ciclo
siguiente.

Ciclo de cierre

La implementacién de una secuencia didactica para la ensefianza del tema limite de una
funcioén utilizando las nuevas tecnologias, es la modificacion mas significativa que se ejecutod

en este ciclo aunque se mantuvieron los contenidos del ciclo anterior.

En la planificacion, por una parte, se tuvo en cuenta la motivaciéon en los alumnos y los
cambios que se producen dia a dia con la aplicacion de las nuevas tecnologias, y, por otro,
aprovechar el dinamismo que se puede lograr con la computadora para mejorar la
comprension de este tema. Esto se debe a que se trata de un concepto dindmico que requiere
movimientos en ambas variables y que se logran visualizar mejor por este medio. La
secuencia fue disefiada especificamente para la ensefianza del tema Limite de una funcion

mediante la utilizacion de una pagina web.



En cuanto al aprendizaje, se analizaron algunos aspectos que no se tuvieron en cuenta en el
ciclo anterior y otros que ya se habian analizado, pero que requerian de un nuevo estudio. Los

aspectos analizados fueron:

Mediante un ejercicio algoritmico los alumnos debian aplicar la aritmética de limites para
poder resolverlo. Dado el alto porcentaje de alumnos que no responden a la cuestion o lo
hacen sin sentido, pareceria que no han logrado comprender el procedimiento. En general,

aplican la aritmética en la composicion pero no en la descomposicion.

Se investigo si los alumnos eran capaces de discriminar la diferencia entre aproximacion y
tendencia por ser un concepto que no es tan facil de comprender y que ademas ni los libros de

texto ni, quizas, los profesores les dan la suficiente importancia.

De las respuestas de los alumnos podemos deducir que en general, se remiten a la
conceptualizaciébn como aproximacion optima, aunque la mayoria se queda en la definicion

ingenua. En cuanto a las propiedades, recuerdan mas las aritméticas.

Opinion de los alumnos sobre las clases en el laboratorio: si bien hubo problemas tales como
distracciones, demasiado alumnos para las computadoras de la sala de computos y alumnos
sin interés para el aprendizaje del tema, en general, sus opiniones revelan su conformidad en
cuanto al tratamiento del tema de esta manera, algunos por motivacion, otros porque
consideran que de esta manera se aprende mejor y, otros, por la importancia de la
visualizacion de imagenes para la comprension del concepto. Aunque, en general, afirman que
se trata de un complemento de la ensefianza, manifiestan que no se pueden obviar las
explicaciones del profesor.

Propuesta curricular

La secuencia utilizando las nuevas tecnologias que se pone en practica en esta investigacion
es una propuesta para la ensefianza del concepto de limite para primer afio de las carreras de
Ingenieria

Tanto en el ciclo exploratorio como en el ciclo de confirmacion, la metodologia se baso en la
realizacion por parte del alumno, de una serie de tareas las que no son de tipo algoritmico
trabajando los distintos registros de representacion. Estas tareas se realizaron fuera del horario
de clases pero fueron puestas en comun en el aula de manera que se pudieran detectar las
dificultades para poder superarlas..

En el segundo ciclo, se trabajo directamente en la sala de computos. Las tareas estaban

incluidas en el software elaborado exclusivamente para la ensefianza de este tema. Los



alumnos debian resolver estas tareas utilizando las nuevas tecnologias y aprovechando el
dinamismo para una mejor comprension del concepto.
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